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Sui subreticoli distributivi dei reticoli modulari. (*)

Nota di Romoro MusTti e di ErrorE Burrarvoco (a Palermo)

Sunto. - In questa nota gli A.A. studiano le condizioni necessarie e suffi-
cienti date da BIARNI JONSSON () affinché un sottoinsieme X non vuolo
di un reticolo modulare A generi un sottoreticolo distributivo.

Dwmostriamo che, se X ¢ composto da n elémenti, una parie delle
condizioni di JONSSON é comnseguenza delle rimanenti.

1. - BsaARNI JONSSON, nella nota citata in ('), ha dimostrato
che : Condizione mnecessaria e sufficiente affincheé un sottoinsieme
non ovuoto X di un relicolo modulare A generi un sottoreticolo

(5) K da notare che abbiamo supposto ritardate solo le g,; se fossero
ritardate anche le ¢, I’estensione a questo caso del teorema di reciprocita
sarebbe immediata.

(*) Il problema, al quale la presente nota d& una prima risposta, & stato
posto agli A.A. nel « Seminario di Geometria superiore e Algebra moderna»
di Palermo.

({) Distributive sublattices of a modular lattice, Proceedings of the
American Mathematical Society, 1955, pp. 682-88.
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distributivo & che:

m n m n
(1) (E ac,) T Yy=2 (w, T yj)
4=1 ]:l =1 =1

ogni qualvolta m ed % sono interi e positivi e
Lyy Xy ovey Loy Y1y Yayoees Yn€X.

Lo stesso autore, studiando casi particolari nei quali gli ele-
menti del sottoinsieme X siano in numero di 3 e 4, fa notare che
le condizioni fornite dal teorema suddetfo non sono indipendenti.

Piu precisamente, nel caso in cui X comprenda tre elementi x,
Y, 2, le condizioni date dal suo teorema possono essere sostituite
dalla sola condizione

(x + 97 = a2 + yz.

Nel caso in cui X comprenda 4 elementi x, y, 2, u, le (1) possono
essere sostituite dalle sei condizioni seguenti:

Yy+2u=yu+2u , (Z+ uxr—2x+ ux
w+axyy=uy+xy , @E+yz—xz+yz
@+ytu=au+yut+zu , aYz+u— @+ u)(y-+u)(z-+u)

P ultima delle quali & duale della precedente e non compresa
nelle (1).
Notiamo perd che quest’ultima pud essere sostituita dalla

(x + y)eu = xzu + y2u

come si vede con una semplice dimostrazione.

2. - Ci proponiamo ora di ridurre il numero delle condizioni
date dallo JONSSON nel caso in cui X comprenda un numero finifo
qualunque » di elementi, in modo che i criteri dati nei casi par-
ticolari precedenti possano dedursi da un criterio pit generale,
quando si ponga n — 3,4.

Dimostreremo che:

Condizione mecessaria e sufficiente affinché un insieme X div n
elementi di un reticolo modulare, tali che ad n —1 ad n—1 generino
sottoreticoli distribuiivi, generi un sottoreticolo dislributivo & che
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siano soddisfatte le seguenti ulteriori n — 2 condizioni;

(@, + X5 4+ oo + X, )T, = X)X, + XXy F er = Ly Xy

() + X5 4+ i X)X, X, = XX, DLy, = By Ly oo A Dy L Dy

(2) (2, + 2y + o +2,)2, X,y - X, =

TS XX, 1T g e By KTy 1By ver By - wae = L0\ Xy g e Ty

(@, + X2, o0 X, 2= X XL oo Ty = LgXyy ore Xy

Basta fare vedere in virtu del teorema di JoNssoN che, sup-
posta vera una delle precedenti relazioni sono vere tutte le altre
che da essa deduconsi per permutazioni degli indici 1, 2,.., »
(nelle ipotesi del nostro enunciato).

Supposta vera la generica (2), che per comoditd scriveremo :

@iy + Xip 4+ oo - i) Y11 Yoo Yis =
=25 Yp Yo Yis + TiYnYioee Yis+ oo + Tip Y Yjoon Yjs, (1 +8s=m).
dimostreremo per es. la seguente uguaglianza :
(Y4 X, 4+ oo+ 03,)205 Yy Y =

=YXy Yja oo Y15+ Xiy iy Yiy oo Y + ..o+ Liy Liy Ly voe Yis o

Osserviamo che per la propriethd associativa, per I’ipotesi indut-
tiva e per la modularitd si ha successivamente :

(Y, + @iy + o Xi ) iy Yjpone Yjs =
= (Y1 Yja-r Yjs + Liy Yjaoee Yjs = oo = Lip Yy oo Yjs) iy <<
Y Yjaee Yjs 4 Ti Yjoooe Yjo 4 oo == Li Yy oo Yi ) (Xi) - Xiy - oo 4 X3)) =
= L4, Yjyore Yjs + oo = Tiy Yio oo Yis + Yis Yo - Yis (X 4 Loy + oo 4 i) =
= Xy Yjyere Yjs + oo + LigYjpooe Yjs + Y Yjaorr YjsLiy +
+ YiYjoee YisXiy + e Y[ Yieee YisXip =

== X, yh..- yj‘ + .+ X4 Yijg-- Yjs + Y yiﬂ"' Yijs Xy -
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Da qui segue: (%)
(yj + i, + o+ i) Lo Yj, e Yie =
= (@i, Yjy oo Yjs + oo = Lir Yjy oo Yis + Y1 Yjy oo Yjs L) Xiy, =
= YjYfs oo Yjs iy + Ty (Xig Yy oo Yo 4 oo 4 Zip Yjyooe Yo
e per l'ipotesi induttiva segue:
(Y, + Xiy oo+ X5, Loy Yjp oo Yis =
=Y Yjaeer Yjs iy + Liy LigYgpoee Ygs F oo + Lig Lip Yip oo Yis o
Resta pertanto provato che mnell’ ipotesi induftiva in cui eci

siamo posti, la relazione (2) congloba Ie condizioni di

n!
r!s!
JonssoN che da essa si ottengono per sostituzione sugli z,,..., «,.
Yy s Y (sl escludono quelle che mutano solo I’ordine delle x o
delle y).

Le n — 2 condizioni stabilite dal mnostro teorema conglobano
quindi :
nz !
s—2 8! (m — s)!
delle condizioni di JONssON.
Con procedimento induttivo si stabilisce inoltre che il numero
delle condizioni delle quali si parla nell’enunciato del precedente

teorema &
N= (g) + 2(2) 4 e + (B —2) (:)

Resta ancora aperto il seguente problema: stabilire se le N
condizioni di cui sopra sono, o non, indipendenti.

(3) Infatti ponendo :
A=(y;, +oi+ ...+ ;) Yio - Yis

<)
B=2i, yjy - Yjs+ v + X0, Yjp oo YjstYj Yjg o Yjs%iy
si ha
Aw;1 <B
ed anche
B< 4

perche ogni «addendo» di B & contenuto tanto in Yj, ++Yj; quanto in

(y,-l + Ly, e+ 25,
percid
Bx," = Aw;‘ B



