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Su la genesi dei pluriderivatori.

Nota di BIANCA MANFREDI (a Parma)

Suuto, - Si mette in evidenza la naturaïe genesi dei pluriderivatori e si
fa un'applications utile anche per un problema di Meccanica analitica*

1. Introduzione.

In un précédente lavoro [3] (') mi sono occupata degli opera-
tori aile derivate parziali, del primo ordine, lineari e omogenei,
délia forma

(1) %)=

dove

. -

X0(t, a: , , . . . , xn), ..., Xn(t, x^..., xn)

sono date funzioni délie variabili indipendenti t, x19..., xn.
Corne è già stato proposto [2], questi operatori saranno anche

qui richiamati con il nome di pluriderivatori.
In questa Nota indico la naturaïe genesi di tali pluriderivatori :

ciö porta direttamente a stabilire per essi la decomposizione in
prodotto di operazioni elementari che ho ottenuta, in modo corn-
pletamente diverso, nel richiamato lavoro [3],

Ricordo che taie decomposizione mi ha permesso in un altro
lavoro [4] di risolvere una classe di equazioni aile derivate par-
ziali, del secondo ordine, lineari e a coefficienti costanti (equazioni
riducibili), nella quale rientrano le classiche equazioni di LAPLACE

e di POISSCXNT.

Osservo qui (n. 3) che taie decomposizione Implica la risolu-
zione di un sistema normale di equazioni differenziali ordinarie
del primo ordine, che, com'è noto ([1], pag. 481), puö ricondursi
ad un sistema canonico per un'opportuna scelta délia funzione
Hamiltoniana (2). Sotto questo punto di vista detta decomposizione
viene quindi ad avere interesse anche in campi meccanici e
fisici-matematici.

(*) I numeri in parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia posta
al termine del lavoro.

(2) Secondo il metodo di LIOUVILLE, per esempio, il sistema di equa-
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2. Genesi dei pluriderivatori e loro decomposizione in pro-
dotto di operazioni elemeutari.

I c o e f f i c i e n t * XQ(t, x ^ . . . , x n ) , Xx(t, x 1 9 . . . , # „ ) , . . . , X n ( t , x X i . . . , x n )
del pluriderivatore (1) siano funzioni continue insieme alle loro
derivate parziali prime in un certo campo B ; inoltre il coeffi-
ciente XQ(t, a515..., xn) sia sempre non nullo. In tal caso non vi è
restrizione a porre

(1') © = ! + Z,(t, as,,..., xn) • ~ + ... + Xn(t, xx,..., *„) • ̂ - .

Posto, per brevità^

d&(t, x,,..., xn) agft x19..., xn)
(2) Vt = *t, — = 0, (* _ 1,..., n),

si h a

(3) fflsfo » ! , . . . , sBn) = 0( •+- Z^*, xx,..., asn) • «! -+- ... -+-

Se in z(t, a^,..., xn) alle xl,„., xn sostituisco délie funzioni
xx = x^t),...', xn z= xn(t), derivabili, risulta :

(4) ^ z{t, xtf),..., xn{t)) = ««(*, aîjtQ,..., ajn(Q) -+-

zioni differenziali ordinarie del primo ordine délia forma

quando si introduoano le n varia.bili ausiliarie xn+i9 xn+2>" ? œ2n e s^

assuma la seguente funzione Hamiltoniana H= S Xi-xn+iy si trasforma

nel sistema canonico seguente

dove Ie equazioni —-^-* = — —-(i=rl,..., ») servono a definire Ie varia-

bili ausiliarie xn^i (i =r 1,..., n).
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con

dxt(t)/dt — k(t) (* = *> •» > » ) .

Si nota che il secondo membro di (4) ha una forma analoga al
secondo inembro di (3) e viene ad approssimarsi maggiormente al
secondo membro di (3) prendendo xy(t),... 3 xn(t) in modo che si
abbia

(5) xt = Xt(t, xx,..., xn) (i = 1,..., »),

corne ora passiamo a mostrare.
Le ipotesi fatte sulle funzioni

t(t, aj19..., xn) ( t = l , . . . , »),

assicurano ([5], pp. 27-35) 1' esistenza della soluzione generale del
sistema differenziale (5), cioè 1' esistenza di un sistema di funzioni

(6) Xi = Ut, c l , . . . , cn) {i = 1,..., n)

tali che, per ogni Yalore delle costanti c1,... , cn [in modo perö
che il punto (t, a^,..., £CM) appartenga ad i2], sia

5t(*, c l 5 . . . , cw) = Xt(<, ?,(£, c l ? . . . , cn),..., U ^ C!,..., cn)) (*=1,. . . ,»).

Sostituendo allora in (4) alle ar^),..., xn(t) ordinatamente tali
funzioni (6), si ha

(4') i * ( * , Ç ^ , Cl,..., c ) , . . . , U ^ c ^ . . . , cB)) =

— et(t9 tx(i, c , , . . . , c M ) , . . . , ? t t(^ c X ï . . . , c„))-»-

•+- - ï i f t 5i(^ Ci, •» j c n ) , . . . , 5M(*, c 1 ; . . . , cn)).

•»i(*, 5ift C j , . . . , c n ) , . . . , U ^ 3 c , , . . . , cM))-h

-+- ... H- Z „ ( ^ ?i(^ c 1 ? . . . , c „ ) , . . . , ÇH(t, C j , . . . , cM)).

• 3 « & E i ( * , C j , . . . , C n ) , . . . , U ^ C j , . . . , C M ) ) .

Kicavando dalle (6), ciö che è possibile (a), Ie costanti c15 . . . , cM)

si abbia

(6') c, =!<(*, « i , . . . , *„) (* = 1, ».. »).

(3) Infatti è ([5], pag. 35) 3(g£,..., 6n)/a(c4, .., c„) = l.
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Allora le (6) ci dànno

(7) xx = %%(t, Jtf, xY...., xn),..., \(t, xx, ..., xn)) {i = 1 , . . . , n).

Indicando poi ([3], pag. 383j

(8) i _ Cl

j l (i x xH)... %Jt, x x )

Y operazione di sostituzione di C1)...i cn ordinatamente con

la (7) si puö scrivere

*, c13 . . . , cn).

Se ad ambo i membri di (4') si applica la sostituzione (8),
risulta

. . . , C f I ) , . . . ,

I c, ... cn

( %i\tf X^ , . . . j Xn) . . . Sn(^î *&i î ••• ) &n.

+ 1T (i f f \ . v (f w w \
• ^ t t l ^ j •**! j • " > ^ n j » « V ^ ^ i > ••• j •« 'n / j

dove il secondo membro coincide proprio con il secondo niembro
di (3).

La (3) si puö scrivere allora

19) , xlt..., xn) =

Ut, » „ . . . , SB.) ... Ut, X,, ... , Xn) \ dt
t> li{t' C"'"' Cn)> - ' ln{t' Cl> - ' C")]'

od anche sostituendo ordinatamente clf ..., cn con xx,..., xn (il che
è un puro cambiamento di nomi) :

(9') 05

lx(t9 x „ ..., x n ) . . . Çw(*, œ , , . . . , xn)

35
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oppure

(9") Ste(t, x l 9 . . . , xn) =

... x n

19..., as n) . . . Çfl(*, x n ..L a?,,..., asj . . . y* , a;,,..., asn) \ dt \ tx(t9 x

essendo z = z(t, xx, ..., a?,,).

Diinque iZ pluriderivatore (1') è uguale al prodotto di tre opera-
zioni elementari nell'ordine indicato dalla freccia.

Si nota poi, facilmente, clie le due sostiiuzioni figuranti in (9")
sono fra loro inverse.

8. - Âpplicazione.

Corne âpplicazione délia précédente decomposizione posso indi-
care, su un esempio, corne sia possibile ottenere l ' intégrale gene-
rale di un' equazione aile derivate parziali del primo ordine e
lineare.

Sia da risolvere l'equazione :

dz dz dz dz _/ dz dz de

dove f(t) è una funzione che supponiamo integrabile e (JL una
data costante.

Il sistema differenziale normale (5) è ora

(5')

Xx=i

X9_ = ;

XA !

X- = — !

coïncidente con il sistema canonico di funzione Hamiltoniana

H ^ "2"(Xl* "*" **' "*" X s^ + 2 ( ^ 2 "*" ̂  "*" Xe t ) '

che caratterizza, per esempio, in un S3, il moto di un punto libero
di massa unitaria attratto da un punto fisso con una forza pro-
porzionale alla distanza.
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Da (5') si t rova facilmente

p.^ = c, cos \t.t -+- c4 sen ui ; fx̂ 2 = c2 cos \f.t -+- C5 sen |ii ;

j4s = c3 cos yi H- c6 sen ui,

\4 = c4 cos tx̂  — ci sen <x̂  ; H5 = c5 cos pt̂  — c% sen JX̂  ;

£6 = c6 cos jx̂  — c3 sen fxf.

Si avrà allora

\l = jxx, cos [/.̂  — cĉ  sen y*t\ \t = ax^ cos pi — a?5 sen pt ;

I , = [xx3 CÖ9 \it — a;6 sen tai ;

\A rrr ic4 cos \t.t H- (JLXJ sen jxi ; ij5 = x5 cos [x̂  -f- p.x2 sen ^ ;

?6 ~- iC6 cos \it -+- p.x3 sen JA ,̂

La (9") ci dà

i , . . . r61 U i A'}i

doye le Çl5 ..., Ç6 hanno Pespressione (11').
Si troya cosï

(12) s(t, *,, ..., »,) = ƒ ƒ ( * ) * + « ( ? , , - , Ê.),

essendo H simbolo di funzione arbitraria.
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