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il termine complementare di una nuova formula
per la valutazione asintotiea dei polinomi di Legendre.

Nota di Giuiana Massaro (a Bari)
Sunto. - Come le prime righe di Nota.

In una nota ('), pubblicata in questo stesso Bollettino, L. Gart-
TESCHI ha stabilito per il polinomio P,(cos%) di LEGENDRE la
seguente formula :

{1)(se;13)P(cosis) ' %(n +;)3$—é4(n—i_l>¢7,§<n+%)3€+s(s),
2

essendo Jy(x) e J,(x) funzioni di BessEn di prima specie ed ha
valutato 1’ordine di grandezza del termine complementare &(%).

Noi vogliamo qui maggiorare esplicitamente (%) che, come
risulta dal lavoro di L. GarrescHI, ha !’ espressione

&

@ () = /8 / (t, 5 k() 3(% + é)t % dt -+
0
kil

+ /8 / A(t. =)= (Se’; t)2 ~1 % o(t)d,

g

dove
1
(3) A(t, 3):J0%<n+§)3%Y0%(n+ ( (n-q-;)%% :
¢ 1
i 0 =|(ge) 1~ L—
e per o) valgono le disuguaglianze
| o(3) | <0, 0932, per 0 <3 < n/2m,
®) L _s

[o(3) | <0,62232 m °, per n/2n < S<<=/2.

(*) L. GarrescrEI, Una nuova rappresentazione asintotica dei polinomi
di Legendre mediante funzioni di Bessel, < Boll. Unione Mat. Ital.», (3),
11, (1956), pp. 203-209.
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Per ottenere migliori limitazioni possiamo supporre n > 3, le disu-
guaglianze che stabiliremo valgono perd anche per n=1, 2, 3.
Al fine di maggiorare k() osserviamo che

t o\ 2t* 2°
(sen t) =i en =y ey ey b 0<n<b

da cui

(5—"%)
( ¢ )2 ot 24 37 "1

sen i 37" T £ on o
1— —g + 7 4—5
ciod per la (4)
1 2t8 2
2 (é L5
k() | < g5+ L_F
3
ed avendosi, per 0 <{=<IS<<7/2 e n >3,
2 1
B <3
risulta
2 1
LR | <gz5 + g —3p -
In particolare si ha
(6) | k(m/2m) | < 0,17, | E(~/2) | < 0,68.
a) Il caso 0 < S << =/2.
Della nota relazione
2
) Y@ =>{log %+ v l7@ —2 3 1(%0)1 ! 1
(7) ox_q—TZOgé—f—y\o(w)—;r:](— )\ 3 +§+...+—; s

(r1)?

dove y € la costante di EULERO-MASCHERONI, si consideri la serie
a secondo membro; é facile verificare che per

1 1
= (n + —2>t < (n + —Q)‘B g(n ~+ %)vr/2n < 97/16,

la somma di questa serie mon supera il valore assoluto (9n/32)%
Tenuto inolfre presente che

®) I Jy@) | <1,
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si ha dalla (3)

9) {A(t,%‘ir)l_{?r Jo?(n +%)tiJo %(n+%)3%10g§‘+2-?‘(§—;)2_<

2
_2[ log3|+2 32)]

Dalla (2) per 0 <<% < «/2n abbiamo

10) @) | < | kx/2m)| /8 | f A, s)taJ‘,}(n + 1) % dt‘
g .fA(t, :)t—lg(sei t>2— 1§c(t)dt‘ ,
0

e quindi per la (8) e la (9)

| o+ 2t <

) T )

Per 1'ultimo integrale a secondo membro della (10) si ha

log

) /?A(t, Syt ; (gé—t)z —1 %a(t)dt 1 <
0

< |c(~s)|‘jA(t, 3)t—13<g;1—t)2—1%dt‘ .

Ma per ¢ in (0, n/2n) &

( t )2 Lo ot L
sent) T 1_cost 'S @ @ T
2 T 4
= i ot<g i <o, e
=1"p < 3 < 0, ’

3
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e quindi per la (9)

' f A, ‘:s)t“%(sei t)z — 1%c(t)dti <

&
2
< |c(ix)|;” 10g3‘+2 )]0332t’dt—
0

0352 [1 (9
= o3| [2-;-2(32)]32 )

Si ha cost
| «(3) | < O,
con
1 =\l (9% 1 9r\2
0 =g}lx(gs)I[s+(55) | + 025+ o(55) oo < o0s=t.
cioé
|
(11) E | e(®) | <003, 0<S=%/2n ' i

b) Il caso = 2n < S<=/2.
Poniamo
(12) A—’/A(t 3)t3J§(n+1) k(t)dt!_) ’A +\k< ) 25

con
nf2nr
,.

:U A(t,‘:s)t*‘J(,a(n—i—g)t % dt! ’
o

¥

,= fA(t,S)t*JO%(n—t—é)t ‘dt‘ ,

72n

A

Ricordiamo che & (%)

Jo(®) = (2)[008(90—%1:)4—1%(31:)],
T = (S

(3) G. N. Warson, 4 Treatise on the Theory of Bessel functions, Cam-
bridge (1922), § 7- 31, pp. 207-208.

(13)

sen (x —i 1:) —“+ R(x)}
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dove
| B@@) ' =g |1x1 2(5?90)' ;
si ha
< [+ g+ s
TN 8ny  2(8ny)?
n2n

-O]ﬁ[ Y;(n+ ‘*"J%(”*‘z)téu'iJog('”’“’"%)t{ldt’
e poiche, per =/2n < I =n/2,

1 9
1+ Sns 2(8%3)‘ < 1,11,

otteniamo, dalla (7), dalla (8) e per quanto visto in a),

n/2n
0 ¢ Im\2
4, ( )lll[ log(n+§)§+y+<3§) ]+1€t3dt,
da cui
¢ 3 3
AIEk,‘if_;'n—gSkliﬂ (27"') n“%:kl(g) sin ,
con
1 ¢ (2] 9r
k,:()21,114(2)4% ,4<1 4log4)+y+(3—2)] [ <298
cioe
5 _3
(14) A,=0,7625*n * .

Per A, si ha invece, sempre per le (13),

@
2\ 2 1 9P

n[2n

2 4 T 3
o o o

w
wlw

cioe

—3
2

{15) A, <047n v

|t
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Poniamo ora

&
16 B= [c(t)A(tSt—13 L)2_1(dt]<3 +B
( ) - R ) ) Sent \ I— 1 29
0

con

B, = ' f IZZ(t)A(t, )t } (S—:ﬂ)z —1 sdt' ,

4
i

B,= f s(hAC, f:s)t—lg(seini)z_l{dt?

T/2n
Per le (13) ed essendo, per 0 << {==/2n,
t 2

/

si ha

[2n

3,50,09(;%)30,352.1,11 f {ly‘,%(n+3)t€| .

2
0

Jog(n+;)t$Ht3dt,

e per le (7) e (8)

T/2n

2 Y 2
3150,0356(%)%} ;3[ 10g(n+%>gl+y+(g—g)]+1{t3dty

da cui, con calcolo analogo a quello fatto in a) per 4,,

1

B, <0,004% ‘n

-9
2

n ’
cioe

3 5 _9
50,094(2”) 5%y °

) 5 3

B, <0,0255%n * .

Per B,, sempre applicando le (3) ed essendo ora, per n/2n < t <=/2n,

t 2
(se—ﬂ) —1<049¢,

si ha
L
B <(2/7m3)%1 11 ./‘2(3>%31 v a9 o(t) | 0,49¢d¢
= 11 p—y 8ut + o8ty 1 | oW | OAIaL,
nf2n
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e per la seconda delle (5)

2 2\1 —2 o \2
B,< (1r_n§); (1,11)2(0.642)(0,49) (7_”_@)2 n * [32 _ (g,;) ] ,

da cui
~5 3 ~5 5
B,<025n *3*<025n 2322?" ,
¢ioe
—3 2
(18) B,<016n *3* .

Per le posizioni fatte si ha allora dalla (2) per la (12) e la (16),
quando 7/2n < ¥ =x/2n,

A, +

|

w\ | T
k(—)-A,-l—g(B‘—*—B,),

[e(ﬁ)l<g’k(2—nﬁ) g 5

e per le (6), (14), (15), (17), (18)

3

5
| &f3) | <5 (0,17 - 0,762 + 0,68 - 0,47 +- 0,025 + 0,16)3" n * ,

cioe

5 __3
19 \ (3) <0,265%m *, x2n < S=w2 I

Dalla (1) si ha pertanto, per la (11) e per la (19)

(59:3)% P, (cos D)=

=J,$(n+é)3(—;4—<n—+T)J1 3(n+ %)3£+ (o).

3

(20)
| &(¥) | < 0,084, per 0<y=<n/2n,

5 _3
je®) ]| <0,25%*n *, per w2n<S<n2.




