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Sopra un problema non lineare di propagazioue del cal ore

in un mezzo dotato di simmetria sferica.

Nota di MARIA ANTOETIETTA BARATTA (a Parma)

Santo. - Si détermina la distribusione deïla temperatura in una sfera ed
in una crosta sferica, concentriche, supponendo che fra le due superficie
in contatto vi sia una * resistenza termica » funzione della differensa
deïle température superficiaïi dei due gruppi in contatto. Si estendono
cosï alcuni risultati, in precedenza stàbilitL nel caso dello strato piano
e del manicotto cilindrico.

1. - Introduzioiie.

In recenti lavori ho risolto il problema non lineare, unidimen-
sionale, relativo alla ripartizione del calore fra due mezzi, isotropi
-ed omogenei, riempienti rispettivamente due semispazi javenti in
comune il piano origine [1] (*), oppure un cilindro ed un manicotto
cilindrico ooassiali [2], nelPipotesi che fra le due superficie, in
contatto diretto, esistesse una distribuzione di sorgenti di calore
variabili col tempo, ed una « resistenza termica di contatto » fun-
zione, oltre che di altri parametri, del salto termico esistente sulle
superficie in contatto dei due corpi.

Tali lavori presero lo spunto da alcuni risultati conseguiti da
R. MANN, F. WOLF, e B. MANFREDI in cui si consideravano pro-
blemi riguardanti lo scambio di calore fra un solido e un fluido
nell'ipotesi che il coefficiente di conducibilità fra i due mezzi non
fosse costante, ma f unzione della temperatura superficiale del solido.

Per completare lo studio di questi problemi non lineari unidi-
mensionali restava da considerare, dopo i casi suddetti, anche
quello sferico. Ci è parso perciö non privo di qualche interesse
riassumere, in questa breve nota, i risultati relativi alla determi-
nazione, istante per istante, della temperatura in ogni punto di
due mezzi occupanti rispettivamente una sfera ed una crosta sfe-
rica concentriche nel caso che fra le due superficie in contatto

(*) I numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta
alla fine del lavoro.
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esista una distribuzione di sorgenti di calore variabili col tempo
ed una « resistenza termica di contatto » funzione della differenza
<î> délie température superficiali dei due corpi in contatto.

Anche in questo caso, com' è ben naturale, usando la trasfor-
mata di LAPLACE, si mostra come il problema viene ricondotto
alla risoluzione di un'equazione integrale non lineare di VOLTERRA

di seconda specie, nella incognita funzione <ï>.

2. - Espressione della temperatura nei due mezzi in funzione
del salto termico <t>.

Siano Sx ed JS2 due mezzi omogenei e termicamente isotropi
riempienti rispettivamente una sfera di raggio a ed una crosta
sferica concentrica di raggi a e b (a < b).

Pissato un sistema di coordinate sferiche con polo nel centra
comune 0 dei due corpi, penseremo le température in St (* = 1, 2),
in ogni istante, funzione del posto soltanto tramite la distanza r
del punto considerato dal punto 0 (problema unidimensionale).

Usando Ie notazioni e Ie posizioni dei precedenti lavori, [l]r

[2], il problema di trovare la distribuzione della temperatura in
ogni punto di St, ed in ogni istante t3 porta a risolyere i seguenti
sistemi differenziali

(A)

Z7(D = o,

in S,, t>o,

r = a f > o j.

in Si t — o;

(B)

in öj, £> o,

r = b9 t>o,

in JSJJ t -~ of

dove, come ricMede la natura del problema in esame, supporremo

TT{2) — —u r — —

i>, Uf, Z7j«, Tjf\ «=1,2)

funzioni continue delle loro variabili, limitate, per ogni o < r <, b
e t>o.
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Per le funzioni G(<&), T(t), valgono le stesse ipotesi formulate
per la risoluzione del problema cilindrico [2].

Applicando ai sistemi (A) e (B) la trasformata di LAPLACE, con
facili calcoli, si trova che soddisfano ai sistemi trasformati le
funzioni

q^C, f - g) senhrs a*(CxT—G)
W — k,r(as . cosh as — senh as) ~ kxr

 ? ( a ' T> S)

k'r[{sb - l)(sa -h 1) e(b~a)* ~ (sb -H l)(sa -

F0¥[(sa -h 1) e"-a>' -4- (sa —

k%rs*[(sb — i ) ( sa -+- 1) e t&"a)s (s6
— 1) e(a~b)s]

Si puö facilmente proyare che le funzioni <p (a, r, s), ^ (a, 6, r, s),
, 6, r, s), risultano continue e positive, singolari per s -+ o, nulle

per 5 — oo, Risultano quindi antitrasformabili e le loro antitra-
sformate soddisfano aile limitazioni ([3], pag. 65)

2-lç(a, r, s) < A, en*, S " 1 ^ , 6, r, s) < ^ e * - fi-^Ca, 6, r, s) < ^ t e ^ ,

con £4) e2, e3, costanti positive, conmnque fissate.

Ponendo per brevità

F(a, r, t) = 2-lv(a, r, s), V(a, 6, r, t) = £-^(0, 6, r, s),

Z(a, 6, r, 0 = 2-ls~\(a, b, r, s),

e invertendo la (1) e la (2) mediante il teorema di BORBIJ ([4],
pag. 224 ; [5], pag. 33) si ottengono le soluzioni dei sistemi (A) e
(B) sotto forma di prodotto integrale

V(Oi h n t) _ a : Z{ttz h rj f)>
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o; ciö che è lo stesso, nella forma

nm = raie™ -ew**»] F{a> r> t _
o

t

(6)

, 0.

Le equazioni (5) e (6) danno la legge di distribuzione délie
température in S, in funzione del salto termico <ï>.

3. - Riduzione del problema ad un'equazione integrale

non lineare.

Dalle (3) e (4) calcolando Ua) e U(t) rispettivamente in punti
Pi di Si e P s di St appartenenti alla stessa semiretta uscente da
O e simmetrici rispetto alla superficie r ~ a, si ha

(7) Z7<*> - ü<» = a ( C ' f c
T

r
 G) * Via, 6, r, t) -

Poichè, per ipotesi, le UU) sono continue rispetto ad r e la &
è indipendente da r, passando al limite in entrambi i membri

(7) per r ~ a, si ottiene

(8) * (a, t) = U% t) - U\l t) -
 aKC^~ G) *rüm V{a, b, r, 0 -

G) * lim F(a, b, r,t)- Ç ^ lim Z{a, b.r,f)

Eicordando le (5) e (6) si ha, per il salto termico <l>, la seguente
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espressione :

Posto

(10) KO,

(il) fffaM)-

(9) si ha

(12) * (a, <) = |x(a, 6, 0 -4- ƒ ö(4»(a, T» . a(a, 6, t -

La (12) è, quindi, nell'incognita funzione 4>, un'equazione inte-
grale non lineare di VOLTEBBA di seconda specie, corne si constata,
risultando Ie funzioni (10) e (11) limitate per ogni t finito,

Come nel précédente lavoro ([1], pag. 368-371) si puö dimostrare
che la condizione (12) è anclie sufficiente per la risoluzione del
nostro problema.
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