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Sul numero dei circuiti dispari delle curve algebriche realf
situate sopra superficie algebriche <T ordine dispari prive^

di singolarità.

Nota di BELLINO ANTONIO BOSINA (a Ferrara)

Siinto, - È contenuto mei n. 1.

1. In questa Nota estendo ad una curva algebrica reale senza
punti nmltipli situata sopra una superficie algebrica d' ordine^
dispari, priva di singolarità, un risultato dato da M. PIAZZOLLA

BELOOH nel caso che si tratti di una superficie cubica (l) ed esteso-
poi da A. COMESSATTI per il caso di una superficie razionale reale
rappresentabile realmente sul piano (quindi ad una sola falda).
mediante un sistema lineare 2 di curve d' ordine dispari privo di
curve fondamentali reali, e i cui punti base reali siano distinti.
impropri e di molteplicità dispari (*)•

2. Sia dunque F la superficie algebrica data, reale, d' ordine di-
spari e priva di singolarità.

Bssa ha quindi una ed una sola falda dispari, che secondo
STAUDT è unilatera f3), ed eventuali falde pari di seconda specie f4),

(*) vedi a) M. PIAZZOLLA BELOCH, Sur le nombre des branches impaires
des courbes appartenant à une surface du troisième ordre. « Comptes
Eendus Académie des Sciences», Par is . T. 189, (1929), p. 1226.

b) M. PIAZZOLLA BÜILOCH, Sulla configurazione delle curve situate
sopra una superficie generale del ter zo ordine con 27 rette reali, « Eendi*
conti Circolo Materaatico di Palermo », T. 55, (1931), pag. 1-20.

c) M. PIAZZOLLA BELOCH, Topologia delle curve situate sopra super-
ficie generali del terzo ordine con meno di 27 rette reali, « Rend. Ace. dei
Lincei », Serie V I I I , fase 6, 1950, pag. 576-578.

(2) v. A. COMESSATTJ, Sui circuiti dispari delle curve algebriche reali
tracciate sopra superficie rasional% « Bollettino IL M. I . » vol. X X I I .
1933, pag. 289-293.

(3) v, STAUDT, Geometrie der Lage, Nürnberg, 1847, § 12,
(4) v. F. KLEIN, Flâchen dritter Ordnung, § 17, « Math Annalen»,

Bd. 6, 1873, (551-581), 577 ; Gesammelte Mathematische Abhandlungen,
XXXV. Secondo KLEIN Ie falde d' ordine pari si distinguono in faldê
che contengono dei circuiti d' ordine dispari (falde pari di prima specie)
e falde che non ne contengono (falde pari di seconda specie) ; conie
esempio delle falde pari della prima specie si ha 1' iperboloide, e come-
esempio di quelle della seconda specie 1' ellissoide.
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Su queste ultime non si possono tracciare dei circaiti dispari (5),
quindi se si suppone data sulla superficie F una curva algebrica
C ogui circuito dispari facente parte di questa sarà situato sulla
falda dispari délia superficie.

Se C possiede più di un circuito dispari essi non si interse-
oheranno essendo per ipotesi la curva C priva di punti multipli.

Possiamo ancora osservare che ognuno di questi circuiti, sulla
(falda dispari délia) superficie è unilatero (6J.

Dicendo d il numero dei circuiti dispari della eurva C (situati
^ulla falda d' ordine dispari di F) che, come abbiamo constatato
«ono unilateri e a due a due non intersecantisi, e indicando con z
Y ordine di connessione della falda dispari, per questi circuiti vale
dunque la proprietà di topologia generale (7) che cioè sopra una
superficie (topologica) d' ordine di connessione s possono tracciarsi
<al tnassimo z circuiti unilateri a due a due nou intersecantisL
Sarà dunque d < 2, e possiamo concludere :

II numero dei circuiti dispari di una curva algebrica reale C
(d'ordine qualunquej priva di punti multipli, süuata sopra una
superficie algebrica reale d'ordine dispari priva di singolarità,
non puö superare V ordine di connessione z della falda dispari
della superficie (8) che è poi V ordine di connessione della superfi-
cie stessa, se questa è a una sola falda.

(5) v. loc cit. 4)

(6) v. p. es V. E. G-ALA.FASSI, I tactinvananh nella topologia dello
spazto protettivo, « Bollettino IL M. I . », Serie I I I , Anno I I I , 1948,
(pag. 18-24), dove si t rova enunciata esplicitamente e dimostrata la pro-
prietà (che secondo il G-ALAFASSI è da ritenersi nota) che cioè su una
ia lda dispari di una superficie generale di ordine dispari, pr iva di singo-
larità, un circuito è pari o risp ettiv a mente dispari secondo che sia bila-
te ro o unilatero e reciprocamente.

(7) cfr. A. CoMESSATTf, loc. cit. 2), dove délia suddetta proprietà è data
una dimostrazione aritmetica.

(s) Cosi se si t rat ta di una superficie generale del terzo ordine a due
ia lde , cioè un' ovale ed una falda dispari. siccome quest' ultima si puö
proiet tare in modo biunivoco senza eccezioni sopra un piano 71 opportu-
natamente scelto (v. M. PIAZZOLLA BBLOCH, lot. cit. lc)? il suo ordine di

connessione è uguale a quello del piano proiettivo cioè 1, e ogni curva
algebr ica d 'ordine n tracciata sulla ¥ considerata. ha uno e un sol cir-
cuito d'ordine dispari se n è dispari, non ne ha alcuno se n è pari (v.
loe. cit. l c ) .
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3. All' enunciato di questo teorema possiamo dare un 'a l t ra
forma introducendo V ordine di connessione délia data superficie
F composta di una falda dispari e di un certo numero ( > 0) di
falde pari di seconda specie.

Indicando con m il numero totale delle falde ed osservando
che Ie falde pari di seconda specie, topologicamente appartengono
si tipo sfera e quindi ognuna ha Pordine di connessione zero, la
formula che dà 1' ordine di connessione Z délia superficie (9) si
riduce a :

(1) Z — B~ 2w + 2

dove z è Tordine di connessione della falda dispari. Dalla (1) si ha:

<e dovendo essere, per quanto si è dimostrato al n. 2, d < #, sarà :

d < Z H- 2(m — 1)

dove m — 1 > 0 ed avendo d il significato di cui al n. 2.
Dunque all'enunciato del teorema précédente possiamo sosti-

tuire il seguente :
II numero dei circuiti dispari di una curva algebrica reale C

{d' ordine qualunque) priva di punti multipl% situata sopra una
superficie algebrica reale, d'ordine dispari, priva di singolarità
non pub superare V ordine di connessione totale della superficie
aumentato del doppio del numero delle falde pari (di I I specie) che
•appartengono alla superficie stessa.

4. Del teorema del n. 2 (e del n. 3) è caso particolare quello di
A* CoMESSATTi (i0) per curve situate sopra superficie razionali
reali e vi si inquadra an che corne fondamentale il risultato di
M. PIAZZOLITJA BELOCH (n) per curve sopra superficie cubiche, da
oui le successive estensioni hanno preso origine.

(9) Ved. ad es. a) A. COMESSATTI : Sulla connessione delle superficie
razionali reali. Annali di matematica pura e applicata - I I I serie • T. 23,
pag, 238, 1915 ;

b) L. BRUSOTTI : SulV ordine di connessione delle superficie algébriche
veali. Hend. Ist. Lombardo di scienze e lettere - vol, LXXXVIII • fase.
1, pag. 361, 194445.

(«) loc. cit. (2).
(ü) loc. cit. (*).


