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Su alcuni problemi relativi ad una equazione di tipo iperbolico

in due variabili.

Nota di CarrLo CiuiBerTo (a Napoli)

Sunto. - E contenuto nelle righe precedenti il n. 1 del testo.

In una recente Nota ('), alla quale rimanderd il leftore con il
riferimento (N), ho dato un metodo in base al quale ho stabilito
un teorema di esistenza (ma non di unicitd) én grande per il pro-

(*) G. Bor, Ueber ein bemerkenswertes Fiinfgewebe in der Ebene,
« Abhandlungen Mathem. Sem. Hamb. Univ. » 11, (1936), pp. 387-393.

(°) E. Bomriaxt ed E. BorToLoTTI, Ricerche sulle superficie dello spazio
a cingue dimensioni e nuove caratterizzazioni della superficie di Veromnese,
« Math. Zieitschrift», 42, (1937), pp. 411-429.
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blema di DarBoUX relativo all’equazione:

bR

oxoy

(I)

= f(wa Yy 8y Zyy zy)'

Scopo del presente lavoro & quello di mostrare come tale
metodo pud essere utilmente applicato per stabilire teoremi di
esistenza in grande per altri tipi di problemi relativi all’equa-
zione (I).

Indicati con C, e C, due archi di curva il primo diagramma
rispetto all’asse x e il secondo diagramma rispetto all’asse y,
aventi come anico punto comune 1’ origine degli assi e intera-
mente contenuti nel rettangolo R formato dalle parallele all’ asse y
condotte per gli estremi di C, e dalle parallele all’asse x condotte
per gli estremi di C,, i problemi che prendo a considerare
sono i seguenti:

4) Determinare una soluzione 2z(x, y) dell’ equazione (I) asse-
gnati che siano i suoi valori su C, e i valori di 2z, su (» C,.

B) Determinare () una soluzione z(x,y) dell’ equazione (I)
assegnati che siano il suo valore z, in un fissato punto (x,, ¥y,
di R, e i valori di 2, su C, e di 2, su C,.

Le ipotesi su f e sui dati iniziali, in base ai quali verranno
stabiliti i teoremi di esistenza relativi ai problemi enumciati in
A) e B), saranno precisate nel seguito.

A conclusione del presente lavoro osserverd, poi, che i problemi
enunciati in 4) e B) si riducono entrambi ad un problema di
CaucHY nel caso in cui C, e C, coincidono.

1. Sia F(Q, t, v, w,, ..., w;) una funzione delle k + 2 variabili
t, v, w, ..., w, e del parametro 1, definita nello strato

S: a<<i<b c<i<d, |v|, |w|<+oc0 (=1, 2,.., k),

(?) B evidente che un problema perfettamente simile a quello enun-
ciato in A4) sarebbe quello di determinare una soluzione z della (I) asse-
gnati che siano i suoi valori su C; e i valori di z, su C,.

{3) 1l Prof. C. Miranda mi ha comunicato che del problema enunciato
in B) si & gid occupata in precedenza la Sig.na Z. Szmydt. Del risultato
stabilito dalla Sig.na Szmydt non ho potuto prendere visione dato che
non ancora ¢ stato pubblicato.
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ivi continua e soddisfacente alla limitazione :
(1) l FO‘: ty Vy Wy, eeey 'mk) { < K;

con K costante.

Siano ¢,(A, #), ¢, £), ..., 9,2, f) funzioni definite e continue nel
rettangolo R=[a<<)<Cb, c<<t<Cd]. Siano, poi, s(A) e t() due
funzioni definite e continue nell’intervallo (a, b) e si abbia:

@) c<o(d)<d.
Consideriamo il problema:

ov
(3) 5=F0‘a ¢, v, Pry Poyeees ‘Ph)v

[A, s()] = (),

vogliamo stabilire dei teoremi di equicontinuitad delle soluzioni
¥(x, ) in R rispetto al punto (), f), al variare di ¢,, ¢,,..., ¢, e
7 in opportune famiglie di funzioni.

Vale anzitutto il seguente teorema:

I - Sia FQ, t, v, w,, w,,.., w,) una funzione definita e
continua nello strato S e verificante la (1). Siano ¢, ¥), 9,(A 1), ...,
¢, b) funzioni definite in R, appartenenti ad wun insieme & di
funzioni equilimitate ed equicontinue in R; ©(X) sia una funzione
continua nell intervallo (a, b) ed appartenga ad un insieme T di
funzioni equilimitate ed equicontinue in (a, b); o(}) sia una fun-
zione continua in (a, b) e verificante la (2).

Allora le soluzioni v(\, t) del problema (3), ottenule ciascuna in
corrispondenza di una fissata k-upla [o,, 05,.., 9,] di funzioni
appartenenti @ ® e di una fissata funzione () appartenente a T,
risultano egquicontinue in R, se per il problema stesso sussiste 4l
teorema di unicita.

La dimostrazione & perfettamente analoga a quella svolta per
stabilire (*) il teorema I di (N') e, quindi, ci esimiamo dal riprodurla.

Vogliamo ora far vedere che se le funzioni della k-upla
{e1s 95, .., 9] si suppongono appartenenti ad un insieme di fan-

(*) Cfr. loco cit. in (1), pagg. 2021,
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zioni equilimitate in R, ivi equicontinue rispetto a A, uniforme-
mente rispetto a ¢, e soltanto continue rispetto a #. possiamo sta-
bilire ancora un teorema che assicuri 1’ equicontinuita delle wv(}, £)
in R, purcheé la F verifichi una condizione di Oscoop-TONELLI,
relativamente alla variabile v. Precisamente faremo la seguente
ipotesi:

a) FQ, &, v, w,, w,y,.., w;) sia una funzione definita e
continua nello strato S e verificante la (1), inoltre per ogni fissato
numero positivo N esistano due funzioni w(u) e (i, ), per le
quali risulti:

FQ, b vy, .., w,) + =Y Dolv, — ), per > (%),
— F()\, t, ’Ul, wl, vy ’}’Uk) 2 . l!J()\’ t)(”(,u2 . ’1)1), pe,r t < O'()\),

in S e per v, e v, appartenenti all’intervallo (— N, N) e tali che
sia v, > »,, essendo:

w(#) una funzione continua per % =0, tale che (0)=0,
w(@) >0 per u >0, e

Uo
du
LI — = -
p—+0.) 0(u)
]J.

4)

oS 0 < uy;

¥(2,#) una funzione definita in R, non inferiore ad 1, come
funzione di ¢ sommabile mnell’intervallo (c,d) e tale da aversi:

d
(5) j Y0, Hdt < I,

essendo L una costante positiva indipendente da 2.
Facciamo, quindi, vedere che vale il seguente teorema:

II. - Se o(}) ¢ una funzione continua in (o, b) e verificante
la 2) e se F(\, t, v, w,,...w,) & una funzione per la quale vale
U ipotesi a’), le soluzioni v(X, t) del problema (3), ottenute ciascuna
i corrispondenza di una k-uple [o,, o,,.., 9,] di fungioni appar-
tenenti ad un insieme &, di funzgioni equilimitate im R, ivi equa-
continue rispetto a 7, uniformemente rispetlo a %, e soltanto conii-
nue rispetto a t, e di una fissata funzione ()) appartenente ad un
insieme T di funzioni equilimitate ed equicontinue im (a, b), risul-
tano equicontinue in R.
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Evidentemente bastera provare che le v(), f) sono equicontinue
in R separatamente rispetto a ciascuna delle variabili ed unifor-
memente rispetto all’ altra. Ora che le v(},{) siano equicontinue
rispetto a { in R, uniformemente rispetto a i, & ovvio, una volfa
che si sia tenuto conto della (1). Per quanto rignarda la equicon-
tinuith rispetto a 2 eseguiremo la dimostrazione ragionando per
assurdo. Supponiamo che le w(), ) non siano equicontinue rispetto
a )\, uniformemente rispetto a f, allora esiste un ¢ >0 in corri-
spondenza del quale & possibile determinare due successioni
fA, 1 e | X, } di valori di A, convergenti al medesimo limite, e una
successione |wv,(2, #)| di soluzioni del problema (3) per le quali,
in almeno un punto £, di (¢, d), abbiamo:

(6) I ,Uu()\‘n ) t‘n,) - ’U“()\In ’ tn) i 2 &

Cominciamo col mostrare che £, 3= c(},). Invero, poiche &

i ’Un[)\n ’ 0‘()\”)] - /U'n[)‘ln ’ G()\n)] | = ‘ 'U'n[)\n’ G()‘w)] - /Un[)\,n: GO"M)] ] +
+ oV, O — v X, sQ)] =] (R,) —(0,) | +
-+ ! ,Un[)\//n,s G()“’n)] - /Un[)\ln ’ G()\n)] l’
comunque si fissa k>0, data la continuita di Q) e I’ equicon-

tinuita delle t() e delle v(}, #) rispetto a ¢, & possibile determinare
un indice v tale che per # > v si abbia:

h
(7) I v?l[)\’l’b ? G(;\’Il)] - vﬂ[)\l“ ? c()\71)] | < Q ’

e da questa, tenuta presente la (6), si deduce che non pud aversi
t, = fy()‘n)'

Ora per il seguito ci & utile fissare 2 <¢ in modo tale che sia:

&
duw

UY’MI_)>L’

cosa questa possibile dato che vale la (4).

Ricordiamo che per quanto & stato visto (°) in (N), considerata

(3) Cfr. loco cit. in (%), pag. 23.
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la funzione di o:

© du
4= s+

.

& possibile determinare un valore ¢, >0 di ¢ tale che si abbia:
®) x(s) > L, 0<o <oy,

Supporremo ora che sia {, > a(},), rilevando che nel caso in
cui & ¢, < a(X,) si procederebbe in maniera del tutto analoga.
Posto:

mz(t) = ,vno\n ’ t) - vn()\ln ) t)a

rileviamo che siccome V,_(f) & una funzione continua di ¢ in (c, d)
e dato che per la (6) & V, (f,)==0 esisterd tutto un inftorno di £,
in cui & V,(f)3=0. Supposto che si abbia:

(9) V.(@,) =,

¢ ricordato che & > h, esisterd quindi un massimo intervallo,
{t,—39,, t,+35,), dove & 8, >0, 5,=>0 e contenuto in (¢, d), nel-
Pinterno del quale e tutto al pili anche nell’ estremo destro (nel
caso in cui & {,=d, 3,=0) & V(¢ > h. Tenuto conto della (7)
rileviamo che !’ estremo #{, — &,, nel quale &:

(10) Ez(tn - 81) = h’
& certamente > o(},), ciod si ha: 3, <{, —a(%,).

B evidente poi che in tutto I’intervallo (£, —3,, ¢, + 3,), estremi
inclusi, risulta V,(f)> 0 e quindi:

vn()\yn t) > ,vn()\,n’ t)'
Ora seguendo un ragionamento svolto nel dimostrare (%) il
teorema II di (N), fissato che sia un ¢ >0 e <o), possiamo tro-

vare un indice v abbastanza grande tale che per % > v si abbia:

‘(11) Vl'r..(t) g “,I()\ﬂ ’ t) I "’[Vn(t)] + 0 l’ tn - 8l é f g tn + 82 .

(6) Cfr. loco cit. in (%), pag. 23.
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Nella (11) dividendo per o[V, ({)]+ ¢ e integrando fra f, —3,
e ¢, abbiamo:

Vn(t”) t,
Jw(u) E c<f+(xn, tat,
v, t,—o

A

da cui, tenute presenti le (9), (10) e (8), segue:

ad
L.< [40.,, b,

in evidente contrasto con la (5).
Infine nel caso in cui & V,(f,) << — ¢ si ragionerebbe allo stesso

modo, prendendo a considerare, perd, la funzione — V,(?).
11 teorema resta cosi pienamente dimostrato.

2. Vogliamo ora stabilire un teorema di esistenza relativo al
problema enunciato in A) e per questo ci occorrera fare le seguenti
ipotesi:

b’) Siano C, e C, due archi di curve, il primo incontrato al
pit una volta da ogni parallela all’asse y e il secondo incontrato
al pili una volta da ogni parallela all’ asse x. Hssi siano contenuti
interamente nel rettangolo formato dalle parallele all’asse # per
1 due estremi di C, e dalle parallele all’ asse x per i due estremi
di C,. I due archi C, e C, abbiano un sol punto in comune
che assumeremo come origine delle coordinate e le loro equazioni
siano le seguenti:

C: y=wx) a<<ax<bh

C,: z=Py) c<y<d,
dove x(x) e P(y) sono funzioni continue e per le ipotesi fatte &:
cse@=d e=2=b; asSpYI<b csy=d; «0)=§0)=0,

e il rettangolo R=[a<<x=<b, c<y=<d] & quello contenente
interamente C, e C,.

¢) f(, t, w,, v, w,) sia una funzione definita nello strato

S,: ()‘7 ) ER, \'Ula |w1|: |W2|<+°°a



390 CARLO CILIBERTO
ivi continua e tale da verificare la limitazione:
(12) [fOn t, wy, v )| =K,
con K costante non negativa;
d’) La funzione
FQ, v, w, w)=f0, ¢ w, v, w,)

verifichi 1’ipotesi a");

e) fO, t, w,, v, w,) soddisfi anche ad un qualsiasi gruppo
di condizioni tali da assicurare il sussistere del feorema di unicita
per il problema:

T =10 £ 20, B, 20, 1), w0, B,

w[B(), t] = (),

comunque si assegnino z(A\,f) e o(\f) definite e continue in R
e 1(¢) definita e continua in (c, d).

Dimostriamo allora il seguente teorema

III. - Siano «(x) e B(y) le funzioni definite in V') e verifichino

le ipotesi ivi poste, inolire entrambe siano dotate di derivata primae
continua ; sia fQ, t, w,, v, w,) una funzione per la quale valgono
le ipotesi c’), d') ed e'); imolire sia w(x) una funzione continua in
(@, b) e v(x) una funzione continua con la sua derivata prime
in (¢, d).

Allora esiste una funzione z(x, y) continua in R con le derivate
P, ¥), gz, y), s(x, y) soluzione del problema:

g s=f(x v, 2 p, Q n R,

(13
) | ol w(a)] = ey, 2[8w), 5] = w(y).

La dimostrazione & sostanzialmente analoga a quella svolta nel
caso del teorema IIT di (N).

Indichiamo con = lo spazio delle funzioni z(x,%) continue in
R insieme alle loro derivate p, g, s, normalizzato con la posizione;

(14) }|z“:mamR]z|+maxR|p|+maocR|q|+maochs|.

Definiamo ora una trasformazione funzionale al seguente modo.
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Assegnata una funzione z(x, y) di I, consideriamo il problema:

(15) Z_Z:f [z, ¥, 2(x, y), v(x y), glx,9)] in B,

oz, w(@)] = (),

esso in base all’ipotesi d’) ammette soluzione unica. Ottenuta la
soluzione v(x. y) del problema (15), consideriamo il problema:
on

(16) 2 = 1% 9, @, y), v, y), wa,y)] in R,

w(Bly), yl =v'(y) — v[By), yI¥'(y),

che anche ammefte soluzione unica in base all’ipotesi e’).
Ottenuta la soluzione w(x, %) del problema (16), poniamo :

Y @z ®
17 2@, y) = J wla, Hdt + } u(t)ydt + f wit, (B« (Bt + v(0).
0 0

ala)

Al variare di 2(x y) in £ evidentemente viene a porsi una
corrispondenza fra ogni 2(x, y) e la 2'(x, y) data dalla (17), per cui
rimane definita in £ una trasformazione funzionale che indiche-
remo al seguente modo:

{18) 2z’ = T(z).

Naturalmente z'(x,y) appartiene anch’ essa a =.
Calcolando, ora, le espressioni di p(x,y), ¢'(x,y) e s'(x,y),
abbiamo:

Y
(19) p'(a, Y) = J'mm(m’ )dt+u(x), q'@@, )y=nwx,y), (@ y)=w(x,y),

ofx)

© si ha in ogni caso pTx, «(x)] = w(x), mentre se fosse 2z’ =z si
avrebbe: ww,y) = q(x, y), v(x, y) = p(x, y), 2 [B¥), ¥l = 2[B(®), y] = v(¥).

Da cid risulta evidente che il problema (13) & equivalente
all’ equazione funzionale:

z= T(z).
Quindi il teorema di esistenza per il problema (13) si muta in

quello equivalente dell’ esistenza di almeno un punto unito nella
trasformazione (18).
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Ora non e difficile vedere che la (18) trasforma lo spazio £ in
una sua porzione limitata, quindi, se proveremo che essa & com-
pletamente continua, 1’esistenza di almeno un punto unito & assi-
curata dal teorema di BROUWER.

Invero, poiché le 2 appartenenti ad un insieme limitato I di =
sono equilimitate con le 2z, in R, e ivile z risultano equicontinue,
mentre le 2, sono equicontinue rispetto ad x, uniformemente
rispetto a y e soltanto continue rispetto a gy, in base alla condi-
zione d') e al risultato stabilito nel teorema II si vede subito che
le funzioni w(x, y), soluzioni del problema (15), ottenute ciascuna
in corrispondenza di una fissata z di X, sono equicontinue in R.
Tenuto conto di cid, in base all’ipofesi e’) e al risultato stabilito
nel teorema I abbiamo che le funzioni w(x,y) soluzioni del
problema (16), ottenute ciascuna in corrispondenza di una fissata z
di I e della v ricavata come soluzione del problema (15), sono
equicontinue in R, tenuto conto della (12), abbiamo che anche le
w,(x, y) sono equicontinue in E. In base a quanto ora abbiamo
rilevato, tenute presenti le (17), (19) e (12), possiamo quindi dire
che le 2’ corrispondenti alle # di un insieme limitato I di £ risul-
tano equicontinue insieme alle loro derivate p’, ¢’, s’. e inoltre
esse risultano anche equilimitate, dato che I viene mutato dalla
(18) in un insieme limitato. Da cid risulta che per il teorema di
AscorLi-ARzELA la (18) muta insiemi limitati in insiemi compatti,
e siccome la (18) stessa & continua, come ben pud vedersi con
ragionamento identico a quello svolto nello stabilire (7) il teorema
IV di (N), ne viene che essa & ivi anche completamente continua.

Il teorema & cosl dimostrato.

3. Vogliamo ora stabilire un teorema di esistenza relativo al
problema enunciato in B). Vale il seguente teorema :

IV. - Siano «(x) e B(y) le funzioni definite in 1) e verifichino
le ipotesi ivi poste, inoltre w(x) sia dotata di derivata prima continua;
sta f(A, t, w,, v, w,), una funzione per la quale valgono le ipotesi
c), d°) ed e'); inolire w(x) e v(y) siano due funzions continue rispet-
tivamente negli intervalli (a, b) e (c, d).

Allora esiste una funzione z(x,y) continua in R con le sue
derivate p(x, v), g(x,y), s(x,y) soluzione del problema:

s=f, y, 2, p, Q) m R,

20
(20) plo, «(@)] = w@), qfly), y] =), 2(x,, y)) =2,,

(") Cfr. loco cit. in (1). pagg. 27-28.
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dove (x,, 4,) ¢ un assegnato punto di R e 2z, & una costante
assegnata.
Considerato il solito spazio 2 normalizzato con la posizione (14)
si definisce una trasformazione funzionale al seguente modo.
Assegnata una funzione z(x,y) di = si considera il problema
(15), da questo ottenuta la soluzione w(x, y) si considera il seguente
altro problema:

K %W;:f [, u, 2@, y), v(x,y), wix,y)] n R,

wBy), yl= ),

1)

che ammette soluzione unica in base all’ipotesi e’). Ottenuta la
soluzione w(x, y) del problema (21), poniamo :

Yy x ® a(20o)
(22) #'(x, )= / w(x, t)dt + ] w()dt—+ ] wit, a(t)le'(Hdi+ [ w(x,, Hdt+2,.

aZ(w) @ Yo

Ora al variare di z in 2 viene a porsi una corrispondenza fra
ogni 2 di £ e la 2 data dalla (22), cosl, come mnel caso del teo-
rema IIT, ci siamo ricondotti ad wuna trasformazione funzionale
del tipo della (18). Di qui si prosegue e conclude in maniera
perfettamente analoga a quella svolta nel dimostrare il teorema III.

4. Si vede immediatamente che entrambi i teoremi III e IV
forniscono due teoremi di esistenza per il problema di Cauvcmy
relativo all’ equazione (I) allorquando i due archi C, e C, definit1
in b’) coincidono. In tal caso, per il modo stesso col quale abbiamo
definito C, e C,, abbiamo che x(x) e §(y) dovranno essere funzioni
entrambe o crescenti o decrescenti, e quindi, data la loro conti-
nuita, I’ una funzione inversa dell’ altra.

Osserviamo ancora che i teoremi di esistenza stabiliti in questa
nota sarebbero suscettibili di una generalizzazione analoga a
quella che per il problema di DARBoUX abbiamo dato in altro
lavoro (8). Si pud cioe alla limitazione (12) sostituire una del tipo:

O, 8wy, v, w) | S A0+ |wy |+ |, ]) + K,
con A positiva sufficientemente piccola e K non mnegativa.
{®) C. CiLisERTO, Sul problema di Darboux per Iequazione s=f(x, ¥y,

2, Py q). « Rend. Ace. Sc. Fis. e Mat. della Soc. Naz. di Scienze, Lettere
ed Arti in Napoli», ser. 4, vol. XXII (1955).



