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Relazione su un gruppo di ricerche di aritmetica additiya
dei numeri liberi da potenze.

Nota di MARCO CXJGIANI (a Milano)

Sunto. - Si espongono e si illustrano risultati conseguiti e metodi utiliz-
zati in recenti ricerche sul problema di determinare il numero délie rap*
present asioni di un intero abbastanza grande come somma di una po-
tenza e di un numero libero da potenze e su altri problemi analoghi.

1. Il problema délia rappresentazione di un intero come
somma di una potenza e di un numero libero dn potenze.

Il problema che ci ripromettiamo di illustrare qui e che ha
costituito oggetto di notevoli ricerche nel corso degli ultimi ven*
ticinque anni, puo essere impostato nelle seguenti linee.

Si voglia indagare sulla possibilité di ottenere decomposizioni
di un numero intero JV, abbastanza grande, in somma di due ad-
dendi, del tipo :

(1) N=& + lt

dove g > 1 e t > 2 sono interi prefissati ; x > 0, lt > 0 dorranno
essere pure interi. ed inoltre lt libero da potenze i-esime (cioè
non divisibile per la potenza i-esima di alcun numero primo).

Ci potremo chiedere, in primo luogo se sarà possibile assegnare
almeno una coppia x, lt che soddisfi la (1) e ci potremo anche
proporre di dare qualche informazione circa il numero, che indi-
cheremo con E{g, t; iV), di tali coppie x9 lt, cioè circa il numero
délie rappresentazioni distinte di N nella forma (1)*

Evidentemente il problema cosï posto avrà un certo interesse
solo per g > Ij; nel caso g = 1 esso si ridurrebbe infatti al classico
problema di valutare il numero degli interi positivi, non mag-
giori di N e liberi da potenze £-esime; fra l'altro è ben noto che
risulta allora :

JE(1, t; N)<^NIK(t) per N — -H OO.

Il primo caso che si présenta dunque spontaneo nella tratta-
zione del nostro problema è quello in cui si ponga gr = ^ = 2. Esso
fu trattato da T, ESTEBMÂNUST fin dal 1931, in una nota che rimane
in certo senso il capostipite di tutte quelle che trattano del pro-
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blema in questione [1] (qui e nel seguito useremo i numeri in pa-
rentesi quadra come indicazione di rinvio all' elenco bibliografico,
posto alla fine del presente lavoro).

In tale nota è dimostrato che E(2, 2; N)y cioè il numero delle
rappresentazioni del tipo N—x2-h lt, soddisfa alla relazione :

,2, m 2; «, = ** .^ ( l - ?) .nt(i - f>) * 0

per ogni $ > 0 ; qui, come accadrà spesso anche nel seguito, p dé-
signa un generieo numero primo, e v(m) désigna il numero delle
soluzioni (mod m) della congruenza ; x9 s= N (mod m).

Se noi indichiamo con w(N) il numero dei divisori primi di-
stinti d N è ovvio che w(iV) < log N, per N> 2; il primo dei due
prodofcti che figurano nella (2) è quindi > c/log log iV, per ogni N
e per un c fisso indipendente da N, in base ad un noto teorema
di F. MEKTENS.

Il secondo prodotto è, per ogni iV, un prodotto infiuito conver-
gente, maggiore di una opportuna costante positiya indipendente
da N.

Se ne deduce che jB(2, 2 ; N) —• -h oo per N —* -h oo, e che più
precisamente :

E{2, 2; N)coN*. n ( 1 - -) . II (i—^
1 ' ; p\N\ PI pfN\ P2

per N -— -f- oo. Potremo perciö in particolare af ferm are che :
ogni intero abbastanza grande è rappresentabile come somma di un
quadrato e di un numero libero da quadrati; si ha anzi che il
numero di iali rappresentazioni tende all' oo insieme con N.

Per giungere a questi risultati 1' autore si serve, oltre che di
proposizioni ben note, deducibili elementarmente, delP aritmetica

n
asintotica (quale ad esempio la relazione : 2 d(m) oo n log n), anche

di certe considerazioni dedotte dalla teoria degli ideali nei campi
quadratici. Yero è che in appendice egli fornisce una trattazione
supplementare in cui alle stesse considerazioni si perviene, con
processo per altro assai Jaborioso, indipendentemente da tale teoria.

Tenuto conto di ciö possiamo affermare che egli perviene al
risultato anzidetto per via del tutto elementare,

Questo risultato veniva poi generalizzato da M. GUGIANI in un
lavoro del 1953 [13], nel quale, facendo x îcorso al metodo di
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BRUN, viene dimostrata la seguente relazione, che si riferisce al
caso di un qualunque g = / > 2 :

( J ) ( ^ ) l(3) E(g, g: N) = NV * n M — - N n 1 _ - ^ - ' + 0 [Noilos N
pg\N\ Pi pfN\ P / V

Di qui, con considerazioni analoghe a quelle svolte poc' anzi,
si deduce ancora che :

g ; iV) eo JV* • n 1 — -
P9\N\

con conseguenze del tutto simili a quelle esposte nel caso g = 2.
Osseryiamo ancora che, com'è ovvio, ogni numero libero da

potenze gf-esime è, a maggior ragione, libero da potenze di ordine
più elevato di g. Se ne deduce immediatamente che :
per ogni coppta g, t, con t > g > 2, tutti gli interi N, abbastanza
grandi^ sono rappresentabili nella forma : N = xs -4- lt ; s* ha anzi
che il numero di tali rappresentazioni tende alV oo insieme con N.

2. Il problema speciale: N = p9-hlt (p primo).

Il nostro problema si puö specializzare imponendo che x sod-
disfi a particolari condizioni. Ci possiamo per esempio chiedere
se la (1) possa essere soddisfatta da coppie as, ln ove i valori as-
sunti da x siano rappresentati esclusivamente da numeri primi.

Osseryiamo che in questo caso il problema diventa significativo
anche se si suppone g = 1 (e allora dovrà essere necessaria-
mente t^>g).

Il primo risultato m questo ordine di idee si riferisce esatta-
mente al caso 3 = 1, t = 2, ed è doTuto ancora ad BsTERMAKisr.
Egli, stabilï, in una nota [2] che risale anch'essa al 1931, la se-
guente relazione, la quale si riferisce dunque al numero, che in-
dicheremo con Ep(l, 2; N), délie rappresentazioni del tipo N^=z

(4) EJ1, 2; N)**-^. n ( i__J_ r V

Qui il prodotto infinito è convergente per ogni N e si ha quindi
in particolare : Ep(l, 2;"iV) -^ + o o per N —̂  -h oo.

Nella dimostrazione di questo risultato il nostro autore deye
ricorrere a relazioni che gli diano qualche informazione sul nu-
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mero dei numeri primi, inferiori a un certo limite, contenuti in
una progressione aritmetica. Se poniamo, per (k, l) = 1 :

7c(»; k, l)= S 1,
p

p = l

le relazioni invocate da ESTERMAKN possono essere espresse dalle
formule :

(5)

(A costante opportuna).

La prima délie (5), costituisce un classico risultato, ben noto e
perfettamente analogo al teorema fondamentale dei numeri primi
(enunciato nella sua forma più modesta). La seconda invece era
stata dimostrata nell'anno précédente da E. C. TITCHMARSH, fa-
cendo uso del metodo di VIGGO BRUST.

La (4) reniva poi migliorafca da A. PAGE in un layoro [4] del
1935. In esso si dimostraya che più precisamente :

(4 bis) ^ 1 , 2 ; N) = Li N.

ed anche questo risultato veniva, nel corso dello stesso anno^ su-
perato da un lavoro di A. WALFISZ [6], oye è provato che nella
(4 bis) il termine correttivo puö essere migliorato sostituendovi
una espressione del tipo : 0(Nj\ogH AT). dove H è un numero posi-
tivo arbitrario.

Questi miglioramenti successivi erano legati essenzialmente
alla possibilité di fornire valutazioni di TT(W; &, l) più précise di
quella che risulta dalle (5) ed esprimibili attrayerso una formula
del tipo :

7r(n ; fc, l) = Li w/cp(fc) -h R

doye il termine correttivo B puö essere variamente maggiorato a
seconda délie ipotesi che si fanno sull'andamento di k. È ben
noto ad esempio il classico risultato (x) secondo il quale, nella

(*) Si veda ad esempio : E. LANDAU, Vorïesungen über Zahlentheorie,
Hirzel, Leipzig (1927); Bd. 2, Satz 403. Oggi è possibile, sempre nella
ipotesi di un k fisso, garantire anche: R=0 (n. exp (— c (log n)4 7 (log
log w)-*h)): si veda: T. TATUZAWA, On the Number of Primes in an
Arithmetic Progression, Japanese J. of Math. 21, 94-111 (1951).
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ipotesi particolarmente semplice che k si mantenga fisso, mentre

•n tende a +00, si puö porre: B — 0(n • esp (—c
Qui perö si trattava di maggiorare B nella ipotesi che k cresca

insieme cou n; in questo easo la maggiorazione di R si pub effet-
iiuare con una funzione che dipende in modo essenziale dal mas-
simo zero reale, diciamo s}, délie f unzioni di DIRICHLET L(S, XJ

 r e"
lative ai caratteri yjn) n 1 0^ *̂

In particolare, sfruttando una notevole relazione trovata da
GL L. SIEGEL in certe sue ricerche, relative al numero délie classi
di ideali equivalenti in un campo quadratico. il WALFISZ giungeva
ad una acuta maggiorazione di sx, da cui scaturisce in sostanza
la possibilité di una limitazione del tipo : B = 0(nllogHn), valida
per ogni jff, uniformemente rispetto a k (2).

Da questa proposizione di SIEGEL-WALFISZ dipende, oltre il
ricordato risultato di WALFISZJ anche qualcuna délie proposizioni
che ci capiterà di citare nel seguito.

Nello stesso anno 1935 JP. ERDÖS affronta per la prima volta [3]
il caso g = t = 2 (sempre nell' ipotesi che x sia primo). Egli giunge
alla conclusione ohe; per ogni iV=|El (mod 4) abbastanza grande,
^siste almeno una rappresentazione del tipo : N=pz -*- ï2, mentre (3)
per i Y ^ l (mod 4) egli puö garantire l'esistenza di almeno una
rappresentazione del tipo : iV=(2p)'2 -f- lt.

Alla fine di questo lavoro 1' Autore accenna inoltre alla possi-
bilità di dimostrare analoghe affermazioni nel caso più generale

I mezzi di cui si serve differiscono poco da quelli impiegati
nel lavoro [2] di ESTERMAKN ; ad esempio, invece délia prima
délie (5) egli richiede la più précisa valutazione :

Tt(n ; fc, Ü) = n!(w(k) • log n) -h 0(n • log"2 n).

(2) A questo proposito puo essere utile consultare anche : J. Ö-. VAN
DER CORPUT, Sur l'hypothèse de Goldbach pour presque tous les nombres
pairs, Acta Arith 2, 266-290 (1937) ; nota % aile pagg. 279-280.

Da questo passo scaturisce anche la interessante osservazione che se h
soddisfa a una limitazione del tipo k <^ (log n)*1 (con h arbitrario), è ancora
possibile garantire per E una limitazione délia forma : E — O (n. exp
{—c V log M)), e qui si puö consultare in aggiunta: T. ESTERMANN, Intro*
•duction to modern prime number theory, Gambr. Tracts in Math. &
Phys . n. 41, Cambridge ITniversity Press (1951), al capitolo 2°.

(3) Se fosse JV== 1 (mod 4)y dalla relazione i\r= jp
2-f-Z, seguirebbe, che

per p dispari, p 2 == 1 (mod 4)t Z==0 (mod 4) non sarebbe libero da
quadrati , colla sola eccezione del caso p = 2, se N — 4 è libero da quadrati .

24
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Questi risultati venivano migliorati in parte iu un lavoro [7J
di S. P ILLAI del 1939 nel quale è dimostrato che (4) :

2; M = 2,-^-,. n i r^
' logN pfN\ p(p —

-4- 0(N2 . (log 2V. log log N)-1)

risultato più espressivo di quello di BRDÖS per N=\= 1 (mod 4)
(condizione che esclude F annullarsi del prodotto infinito), ma che
non tocca il caso 2V = 1 (mod 4).

Bisultati assai più ampi in questo ordine di idee furono indi-
cati da K. SAMBASIVA EAO in un lavoro [8] dell'anno successivo
e sono riassunti dalla seguente formula, valida per g e t qualun-
que (g :> 1, t> g, t^>2) ed H arbitrario :

(6) EJg, t; N) = Li(NÏ) . U (l - - ^ ^ \ + (KN'llog*N).
pfN\ if F I

Si osservi che il prodotto infinito si annulla e la (6) perde
significato per g = 2, t = 2, 3, e per g = t = 4, quando sia N s= 1
(mod 2').

Fra gli strumenti impiegati dall5 Autore in questa sua ricerca
figura in primo luogo il teorema di SIEGEL-WALFISZ, oltre ad
altre proposizioni, di natura elementare, fra cui interessante una
valutazione del numero délie soluzioni di una congruenza binomia.

Bicordiamo anche la dimostrazione, particolarmente agile ed
elegante, data dal MIBSKY nel 1949 [10] di una formula che rien-
tra corne caso particolare nella (6) per g = 1, t > g,

3. Altri problemi speciali : N=zœ9 -t~lt (a? variameute condi-
zioiuito).

Altre variant] puö of f rire il nostro problema qualora si impon-
gano alla x limitazioni diverse da quella sin qui considerata, che
consisteva nel supporre x sempre uguale a un numero primo.

Nel 1947 IL F. ROTH affrontava la questione délia valutazione
del numero délie rappresentazioni, nel caso g = t = 2, sotto la
ipotesi che x assuma soltanto valori rappresentati da interi liberi

(4) Di questo lavoro non abbiamo potuto avere conoscenza diretta. Le
notizie che riferiamo qui ci sono note attraverso la recensione comparsa
in : Zentralblatt fur Math. 23, 9 (1940).
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da quadrati [9]. Se indichiamo con i£2(2, 2; N) il numero di tali
rappresentazioni, che rispondono quindi allo schéma :

con

il risultato del EOTH si puö scrivere :

(7) E& 2; iV) = ^ A n ( î -
p*\N\ P + 1/ pfN P — 1/

per ogni e > 0. La dimostrazione impiega soltanto strumenti di
carattere elementare.

Quattro anni più tardi il CTJGIAHI prendeva in considerazione
il caso di un quahinque g = t > 2, sempre nellJ ipotesi : x libero
da quadrati [11]. Per il numero di tali rappresentazioni egli for-
nisce i seguenti risultati :

(8a) Efa g; N)> ^

per Ya > 0 opportuno, ed ogni N abbastanza grande ;

(86) Efa g; N)<

per y2 opportuno, ed infiniti N :

(8c) Et(g, g;

per Y3 > 0 opportuno, ed infiniti N.

Lo strumento essenziale di queste ricerche è fornito dal metodo
di VIGGO BRUIST.

Kei 1952 [12] e ancora nelPanno successivo [13] il CUGTAÜTE

prendeva anche in esame un7 altra variante del problema, relativa
al caso in cui si chieda che x risulti primo con N (e quindi anche
con lt). Nel secondo dei lavori ricordati è dimostrato che il numero
E'(g, g; N) délie rappresentazioni del tipo: N=xd-hlg, con
(x, N) — l soddisfa alla relazione, valida per ogni g ;> 2 :

( 9 ) E>(g9 g ; N ) = W - n
p\N\ P

Lo strumento impiegato nella dimostrazione è anche qui
costituito essenzialmente dal metodo di Yioao BRUN.
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4. Il problema geiieralizzato : N=F(x)-+-h (F(x) polinomio
a valori interi).

Il problema sin qui trattato puè essere generalizzato nel senso
di sostituire, nel secondo membro délia (1), un polinomio F(x), di
grado g, in luogo di x9.

Supporremo che (5) :

F(x) = aox
g -4- aYxg-x -4- ... •+• ag_xx (g > 1 ; aQ > o)

sia un polinomio a coefficients razionali e a valori interi, e che
inoltre il divisore fisso di F(x) sia libero da £-esime potenze (6).

Possiamo allora porci la solita questione circa il numero, che
indicheremo con E{F, t; N) délie rappresentazioni del tipo :

(10) N= F(x) + lt (x > 0 ; F(x) > 0 ; lt > 0).

Questo problema fu affrontato per la prima volta da Gr. Ricci
in un lavoro [5] del 1935, nel quale veniva dimostrato che per
un qualunque g>l e qualunque t > g, vale la relazione :

j_

E(F, t; N)>iNHloglogN)-$

con y>Oj opportune*, ed N abbasianza grande (7).
Nella dimostrazione V autore utilizzava un semplice procedi-

mento ispirato ai più elementari concetti che stanno alla base del
metodo di VIGGO BRTTK.

Nel 1952 il OTTGIAKI, nello stesso ordine d'idée, migliorava il
précédente risultato dimostrando [12] che, per ogni t>g>2, vale
la relazione :

E(F, t; N)>y]N9(loglogNys

con YJ > 0, opportuno, ed N abbastanza grande.
Anche di questo problema generalizzato si possono considerare

délie varianti, quale quella che si présenta ad esempio qixaudo si
esiga che V argomento x del polinomio assuma soltanto valori primi.

(5) Qui abbiamo supposto il termine noto ag—0. Ci si riduce facilmente
da questo al caso generale ; tutto si riduce a scrivere la (10) nella forma
N' = F(x)-hlt, con N' — N—ag.

(6) Questa condizione esclude Feventual i tà che la (10) îisulti insolubile
per infiniti valori di Ar. Osserviamo che a tal fine è sufficiente, ma non
necessariOj che risultino primi fra loro i nnmeratori dei coefficient! a0 f

al9...9 aff—4.
(7) Questo risultato è garantito sotto l'ipotesi che lt soddisfi anche ad

alcune condizioni supplementari ; che esso per esempio risulti libero da

quadrati di numeri primi p < N9^~&
 ? che non entrino nel divisore fisso di F(x).
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In taie ordine d'idée si pose il SAMBASIVA RAO; egli prese in
considerazione anche questa questione nello stesso lavoro [8] già
ricordato, in cui présenta, a taie riguardo, dei risultati che con-
sistono, nel caso t > g ;> 1, in una valutazione asintotica del nu-
mero E di tali rappresentazioni, dello stesso tenore délia (6), ed

in una limitazione dal disotto \del tipo i£ > c Li \iV£,)j nel caso
t = g^2.

La dimostrazione, che non viene riferita dall3 Autore, utilizze-
rebbe, oitre al teorema di SIEGOEL-WALFTSZ. anche un risultato di
HUA LOO KEÏ^G che affina il classico teorema di T. NAGBL.L sul
numero délie soluzioni di una congruenza che ha per modulo la
potenza di un primo.
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