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Limitazioni «in ampiezza delle soluzioni <li un sistema

di equazioni differenziali e applicazioni.

Nota di BOBERTO CONTI (a Firenze)

Santo. - Si dànno una limitasione inferiore ed una superiore per la am-
pies&a delle soluzioni di un sistema di equazioni différenciait or dinar ie
e se ne f anno applicazioni^ ritrovando, in particolare, noti teoremi rela-
tivi alla prolungabilità delle soluzioni stesse.

1. Sia

(1) dxjdt = fXU &i, »•, ««), {i = 1, 2,..., n\

un sistenia di n equazioni differenziali del 1° ordine, dove t indica
uu numero reale, a <zt < 6, con — o o < a < 6 ^ - f - o o , e dove
a5,,...5 xn indica una ^-upla di numeri reali o complessi*

Le fx siano funzioni, reali o complesse, definite in

S: a <t<b, O^

ivi continue rispetto a (f, x]y..., acj, cosicchè per ogni punto
(̂0 5 ̂ 1°) ••• j .Xjj0) f S passa almeno una soluzione del sistema (1). Sia
x1 =xl(t),..., xn — xn(t) una tal e soluzione e sia t0"*" l'estremo supe-
riore dei valori di t per cui essa è definita, cosicchè sarà t^ < 6.

Come è ben noto. spesso si présenta la questione di sapere se
io*+ =: b, oppure t^ < b, vale a dire se la soluzione considerata
sia « prolungabile in futuro » oppure no ; più particolarmente ha
interesse di stabilire se una taie soluzione sia « limitata in futuro »
o no, vale a dire se esista o meno una costante c > 0 (dipendente
o no da t0 e dalla soluzione stessa) per cui si abbia

il che implica che i0
+ = 6.

Tali questioni rivestono speciale importanza poi, anche nelle
matematiche applicate, quando sia 6 = n~ oo.

La conoscenza di opportune limitazioni délia « ampiezza »

délia soluzione, consente in molti casi di dare una risposta a talî
quesiti ed è perciö che qui diamo una limitazione superiore (Teo-
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rema 1) ed una inferiore (Teorema 2) «in ampiezza», mostrando
poi alcune applicazioni a titolo di esempio.

2. Introducendo per comodità Ie notazioni vettoriali, il sistema
(1) si scrive

(1) x = f(t,x)

dove x indica il Yettore di componenti xlf x il yettore di compo
nenti x% = dxjdt, f(t, x) il Yettore di componenti fx ™ ft(t, x17..., xn).

Indicheremo poi con x' il yettore avente per componenti xt i
coniugati dei componenti xt di x e analogo significato attribuirema
al simbolo f'. Con x'f, f'x indicheremo prodotti scalari.

Infine, nel seguito, a(f, u)} oy(t, u) rappresenteranno funzioni
(numeriche) reali, definite e continue rispetto a (t, u) nella semi-
striscia aperta

S1: a <t <b, 0<^<H-OO

del piano reale (euclideo) t, u.
Ciö premesso dimostriamo il

TEOREMA 1. - Sia uo(t) Vintegrale superiore delVequaziowe

(2) u = o)(fa u)

uscente dal punto Qo = (t0, u0) di S u e sia To
+ Vestremo superiore

dei valort di t per cui uo(t) è definito. (*)
Se oj(t, u) ed f(t; x) (quesV ultima continua in S) soddisfano per

( « V/2
a < t < b, 0 < p z= S7 I x, |2 , la disuguaglianza

\i i

(3) x'fit, x) -+- f% x)v < 2Pü>ft, p)

allora per ogm soluzione x = x(t) del sistema (1) uscente da un
fn \lh

punto P 0 = (t0, x°) di S, con p° = S, lx t ° |* ) = u O ï si ha
\ i I

(4) ?{t)<uM h<Zt<T+,
! n \i/2

essendo p(t) = I S, | x,(t) |21 .

La dimostrazione, basata sull? identi tà

(5) dp2/dt - x'f -+- f'x
di immediata verifica, si puö fare nel modo seguente. »Si prenda
tl ad arbitrio, tale che to<tl < T^ ; esiste (2) un e2 < 0, dipen-

(£) Essendo la a>(£, w) definita solo per M ] > 0 si intende che uQ{t) deve
essere > 0 per £0 < £ < ^o^-

(2) Gfr. E. KAMKE, Dtfferenhalgletchungen reeier Funkhonen (Leipzig,
1930) p. 83.
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dente da tli tale che F integrale superiore uo(t, s) di

(6) u = w(f, tt) -+- £

uscente da (t0, w0) è definito per t(j<t<tli per ogni 0 < £ < £ 1 .
^d è inoltre

lim M0(i, E) — tfco(i)

uniformemente rispetto a £€[£OÎ ̂ ]*
Per provare la (4) basta far vedere che se x(t) è una soluzione

del sistema (1) uscente da P0 = (£0) x°) € S, con p°r^^0, è per

(7) p(£) < wo(i, E).

Da questa seguirà per £ -^ O"1", p(̂ ) < wo(f) per to<t<.t^ e
quindi, data l'arbitrarietà di tl9 per t^<t<. T^, cioè la (4).

Procediamo per assurdo e perciö, avendo fissato tx ed zx > 0,
ammettiamo che esista un £2? O ^ s ^ ^ ^ , ed un qualche valore di
i€[h> *i) P e r c u i l a C) non vale, ossia per cui p(t)>uQ(t, et). Detto
tt Testremo inferiore di tali valori di ^€[i0, tx), avremo, per la
continuité di p(t)

ed esisteranno numeri h > 0, prossimi a zero quanto si vuole, tali che

p(t% -+- h) > uQ(tt -+- h, fc8).

Avremo perciö

-e quindi anche

Di qui, in virtù dell'identità (5), segue

ed essendo ss > 0, e p(*j)=wo('*> S) > 0 (cfr. Nota (% Tultima
«spressione scritta è > 2p(£8)w(£2, p(tt)) e si è cosï caduti in contrad-
dizione con la (3).

3. In modo analogo si dimostra il

TBOEBMA 2. - Sia vo(t) Vintegrale inferiore delVequazione

(2') v = o(t, «)
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uscente dal punlo Q0 = (t0, uö) ç Sj e sia TQ-*~ V estremo superiors
dei valori di t per cui vo(t) è definito.

Se ait Y) ed f(t, x) (<x(t, v) continua in Sl9 f(t, x) continua in S)
/» V/s

soddisfano per a < t < b, O < p = f 2 J x{ |* I , la disuguaglianza

(3')

allora per ogni soluzione x = x(t) del sistema (1) uscente da un
punto P 0 =( t 0 , x°)6S con p° — u0 si ha

4. Considerazioni analoghe a quelle fin qui svolte si possono
ripetere relativamente a valori di t <Z t0 ; occorre per questo pren-
dere in considerazione l'intégrale superiore (o inferiore) dell'equa-
zione di confronto giungente nel punto Qo anzichè uscente di esso.
Inoltre una disuguaglianza del tipo (3) serve ad ottenere una
limitazione inferiore per la p(i), anzichè superiore, e cosï dauna disu-
gaaglianza del tipo (3') si ricava per p(t) una limitazione superiore.

5. Yogliamo applicare i teoremi 1 e 2 al caso lineare, cioè al
caso di un sistema

(8)

è ritrovare cosï le notevoli limitazioni di T. WAZEWSKX (3)
Con À(t) si indica una matrice nxn continua in a < t <: b.
Avendosi f=Ax, f' = x'A' (il prodotto è fatto righe per colonne

e A' indica la matrice trasposta e coniugata dalla A) segue che
x'f-hf'x coincide con la forma quadratica hermitiana x'(A H- A')X
la quale, corne è noto, è sempre >; 2^(t)x'x, e sempre < 2A(t)x'x,
avendo indicato, per ogni i, con \(t) e A(t) rispettivamente la più
piccola e la più grande fra le radici caratteristiche associate alla

matrice ^A -h 5 A'. Dunque è nel caso attuale (x'x= p2)

e si puö applicare il teorema 1 con «(£, p) = A(f)p, e il teorema 2
con a(^ p) = X(f)p. Ne seguono le limitazioni di T. WAZEWSKI (£O < t)

t t

p(*0) exp ( ƒ Mx)dt) < ?(t) < 9(tG) exp ( ƒ A(r)dx) .

(3) Cfr. T. WAZEWSKI, Sur la limitation des intégrales des systèmes
d'équations différentielles ordinaires, « Studia Math.,» 10 (1948), 48-58.

23
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6. Dai teoremi 1 e 2 si lia immediatamente il
COROLLARIO 1. - Se valgono Ie ipotesi del teorema 1 [del teo-

rema 2] e se, con Ie notazioni ivi usate, è T ^ = b [To
+ < b], allora

ogni soluzione del sistema (1) uscente da Po = (t01 x°) 6 S, con p° = u0,
è prolungabile [non è prolungabile] in futiiro.

Segue di qui che ogni condizione affinchè il To"*" del teorema 1
sia = by si traduce in un criterio di prolungabilità delle soluzioni
del sistema (1).

7. Ad esempio la disuguaglianza (3) valga per una funzione
ta(t, u) della forma
(9) cü(t, u) = iL(t)h(u)

con \u(t) > 0, funzione continua per 0̂ < i < 6, e con h(u) > 0 fun-
zione continua per w > 0 e tale che sia (*)

-hoo

L'equazione (2), separando Ie variabili e integrando da tQ a t,
si scriye

J
k

e poichè, essendo u(t) una funzione assolutamente continua (e non
decrescente), si puö operare un?integrazione per sostituzione, si
ottiene

**0 *o

Allorchè t tende a To~*~ (estremo superiore dei Talori per cui è
definita la wo(f)), se fosse To

+ < b il 2° membro resterebbe finito,
quindi il 1° membro non potrebbe tendere a -h oo. Per la (10) ciö
significa che ub(t) dovrebbe restare limitata ed essendo non decre-
scente dovrebbe tendere ad un limite finito contro il fatto che
TQ* < b è V estremo superiore dei valori per cui wo(Q è definita.
Dunque dev'essere To

+ = b e si ha il

COROLLARIO 2. - Se f(t, x) è continua in S e si ha ivi

11) x'f(t, x) +- f'(t, x)x

(4) La scrittura (10) indica che esiste almeno un w0 > 0 tale ehe

f dv __
J W)~'

Hm / ^ -̂̂  = -f- oo
—*--f-ao
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con [/.(t) funzione > 0 e continua per a < t < b ed 3i(u) funzione > 0
e continua per u > 0 e £aïe cfee valga /a (10), allora ogni soluzione
del sistema

è prolungabile in futuro.
In particolare, avendo presenti 16 relazioni

x'f+f'x<\ x'f •+- f'x | = 2 | B(«7) | < 2 | x'f | < 2p

dove si è posto

segue che la test del Corollario 2 sussiste^ a fortiori, se nelVenun-
dato dello stesso Corollario si sostituisce la (11) con la disugua-
glianza pik stretta

\\f{t,x)\\<v.(t)h(?).

Se in questa si suppone |x(i) — cost. (ed f reale) si ottiene un
noto criterio di prolungabilità (in futuro) di A. WINTNEB. (5)

6. Il teorema 1 puö servire, in particolare, per ottenere dei
criteri di limitaiezza (in futuro) ed anche di definitiva Umitatezza
(in futuro) délie soluzioni del sistema (1). (6)

Ad esempio, se alle ipotesi del Corollario 2 si aggiunge la
b t

/
jx{r)dT = l im i [/

allora (tutte le soluzioni dell' equazione u = p(t) h(u) e quindi) tutte
le soluzioni del sistema (1) sono limitate in futuro.

Nel caso lineare, supposto b = -h oo, i criteri di limitatezza e
definitiva limitatezza si traducono rispettivamente in criteri di
stabilità (7) e di stabilità asintotica. (8)

(5) A. WINTNBRJ The infintties of the non local existence problem of
ordtnary differential équations, « Am. Jour . Math, », 68 (1946), 173-178.

Taie criterio, a differenza di quello dato sopra nel n. 7, non si applica
ad esempio a sistemi lineari (délia forma (8j) con A(t) i l l imitata per t ~ b.

(6) P e r un' analisi approfondita di questi concetti si veda ad esempio :
T. YOSHIZAWA. Note on the boundedness and (he ultimate boundedness of
solutions of x' = F(t, x), «Mem. Coll. Sci. Univ . Kyoto, Ser. A. , Math. »,
29 (1955) 275-291.

(7J Cfr. ad es. T. W A Z E W S K I , loc. cit. in (3), p. 54 e segg.

t8) Cfr. ad. es. H . A. ANTOSIEWICZ, A note on asymptotic stability,
« Quart. Jou r Appl. Math. », 9 (1951), 317-319.


