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Salle definizioni e propriété del le funzioni

a Tariazfone li mit a ta di due variabili. (Nota II) (*)

Nota di BRUNO FALESCHINI (a Milano)

Sunto* - Le definizioni di funzione a variazione limitata di due variabili ven-
gono classificate in base aile propriété comuni nelle seguenti sezioni:
SEZ. I. - Funzioni a variazioni lineari sommabili o soggette ad altre
condizioni particolari. (Classi: T, T, T*, Te, Tç, ...).
SEZ. II. • Funzioni a oscillazione totale limitata. (Classi : P, P^).
SEZ. III. - Combinaziom lineari di funzioni monotone. (Classi: A, A,
A*, JxV, J,,...).
SEZ. IV. • Funsioni a variazione rettangolare limitata. (Classi: H,
V, F*, F, ...).

SEZ. III. - Combinazioni lineari di funzioni monotone.

L Funzioni monotone secondo Lebesgue.

Una funzione reale f(x1 y) è monotona secondo M. H. LE-
-BESGTTE [45] in un dominio D del piano, quando essa assume gli
•stessi estremi superiore ed inferiore in ogni dominio D' contenuto
In D e sulla frontiera FD' (30).

Per ogni dominio D'CZD e per ogni punto (x0, y0) £ D' risulta
•quindi :

est. inf. f{x, y) ̂  f(x0, y0) ̂  est. sup. f{x, y).
<x,y)SFDf (x,y)SFD>

1) Se la funzione /"(ce, y) è monotona in un dominio D più
volte connesso, allora i punti in oui f^>t (f>t), appartengono,
qualsiasi sia il valore del numero reale t, ad insiemi semplice-
inente connessi aventi almeno un punto comune con la frontiera
FD (31).

2) Oondizione necessaria e sufficiente affinchè una funzione
continua rispetto ad (x, y) in un dominio D sia monotona, è che

(*) Continuazione ÏTota I stampata in questo Bollettino, pp. 80-92.
(30) Dicesi dominio un insieme perfetto che coïncide con il derivato dei

•siioi punt i in terni . U n dominio D è internamente connesso, quando è con-
nesso l ' insieme aperto D — FD. GÎT. M. P I C O N E , Lezioni di Analisi
Matematica, Borna, 1949.

(31) Se la funzione è continua, la condizione è anche sufficiente. Questa
3>roprietà e le successive, vengono dimostrat© da IJEBESGTÜE nella nota
•citata. Sui problemi r iguardant i l ' a rea di funzioni continue e monotone
(sec. L E B E S G U E ) cfr. E. J . Me S H A N E [46], T. RADÖ [26], I*. CBSARI, Surface

<irea, «Ann. of. Math. Studies», 35, (1956).
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per ogni dominio D'ClB risulti :

osc. ft.x, y) > osc. f(x, y).
{x, y) S FD' (cc, y) S (D'~FDf)

3) Data una funzione f{x, y) continua sulla frontiera di un
•dominio internamente connesso, esiste una funzione g(x, y) conti-
nua e monotona in tutto il dominio D, che è uguale ad f(x, y)
«ulla frontiera FD.

2. Funzioni line arment e monotone.

Una funzione f(x, y) è monotona rispetto ad una direzione
assegnata quando per ogni punto (x, y) compreso tra i punti
{x\ «/'), (x", y") ed allineato con essi in quella direzione, risulta :
/ fe y) = f(x', !rt-•-6[f(x", y")-f{x% y% dove O < 0 ^ 1 (32).

Se in particolare per ogni coppia di punti (x\ y% (x", y"), presi
«econdo una direzione ed un verso assegnato, risulta :

f(x\ y'Xf(x", y")

-allora la funzione non decresce in quel verso, ovvero non cresce
nel verso opposto.

1) Ogni funzione linearmente monotona è monotona nel senso
<di LEBESGTTE.

2) Se una funzione f(x, y), definita in un dominio rettango-
lare R[a<x<:b, c<y<d] è continua rispetto ad una variabile
-ed è continua e monotona rispetto all' altra. allora la funzione
f(x, y) è continua rispetto ad (x, y) in B (33).

Tra Ie funzioni linearmente monotone, Gr. B. PHICE [48, 49]
considéra quelle fimzioni che sono monotone su ogni segmento
rettilineo di un dominio chiuso e convesso.

3) I punti di discontinuità di una funzione monotona secondo
TPRICE in un dominio chiuso e convesso C, se interni a C} non
sono punti isolati, ma appartengono al più ad una infinità nume-
rabile di segmenti aperti non intersecantisi in punti interni a C
ed i cui estremi appartengono alla frontiera di C ; quelli sulla
frontiera di C sono al più una infinità numerabile e appartengono
o all'estremo di un segmento di discontinuità o sono intersezioni
di due segmenti su ciascuno dei quali la funzione è costante con
valori diversi.

Debbono inoltre essere considerate come funzioni linearmente

(32) Tengono considerate esclusivamente funzioni che sono l inearmente
limitate in ogni intervallo limitato in cui sono monotone.

(33) L. MOTCHANE [47].
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monotone, anche le funzioni del tipo f(x), g(y), costanti rispetto*
ad una variabile e arbitrariamente definite rispetto ail' altra.

3. Funzioni superfieialmente monotone.

Le funzioni di due variabili che non decrescono in direzione
e nel verso di due assi orientati, comunque assegnati, si dicono-
superficialmente monotone (34).

1) Una funzione superficialmente monotona, è linearmente
monotona in ogni direzione compresa nelPangolo convesso deter-
minato dai due assi orientati.

Infatti, se la funzione f(x, y) non decresce rispetto agli assi
orientati r, s, allora per ogni coppia di punti (x', y'), (x", y") le-
cui proiezioni su di un asse secondo l'altro asse, sono due a due
ordinate nello sfcesso verso degli assi, risulta :

f(x', y')^f(x", y")
e a maggior ragione, questa relazione sussiste quando le coppie
di punti (x\ y'), {x'\ y") sono allineate.

2) Ogni funzione superficialmente monotona in un dominio-
rettangolare B[a<;#<&, c<y<Zd] è a variazione limitata in E
secondo ÏÏAHK (35).

Tra le funzioni superficialmente monotone, C. ARZELÀ [41] consi
dera le funzioni non decrescenti (o non crescenti) rispetto agli-
assi x, y; risulta allora f(x', y')<f{x'\ y") [f(x\ y')^f{x", y'%
per ogni coppia di punti {x% y\ {x'\ y"), tali che x'^x", y'-<;y".

E. W. HoBSOüsr [43] considéra inoltre le funzioni non decre-
scenti (o non crescenti) rispetto ail' asse x e non crescenti (o non
decrescenti) rispetto alP asse y ; risulta allora f(x', y') <C f(&", y"\
|A»"> 2/') >ƒ(#", y'% per ogni coppia di punti (x\ y% (x"9 y") tali
che x'<x'\ yf>y" (36).

(34) Si puö anche dire che tali funzioni non crescono secondo gli assi
avent i uguale direzione, ma verso opposti.

(35) H. H A H N [8»J , (A. C. 2), p. 719.
(36) Nella terminologia di E. "W. HOBSON [43], vol. 2, pp. 702 (2a ed.>

vengono dette quasi monotonoidi queste funzioni e monotonoidi quelle d i
A R Z E L À . Vengono chiamate inoltre quasi monotone le funzioni dell ' uno
o del l 'a l t ro tipo che verificano l 'ul teriore condizione: l ' incremento rettan-

golare A%'ff(x, V) = [/(»", y") - fW, V') ~ f&, y") "+- A*', 2/')] è sempre
positivo o è sempre negativo per ogni coppia di punti tali che x'^Sx"r

y'—y"- _^_^ ^ ^
Si denotano qui con JD, L(s), L{cc, y), L[Xj y) rispettivamente le classi

di funzioni monotone secondo LEBESGUE, PRICE, ARZELÀ, HOBSON ; si
dénota inoltre con L(œ, y), la classe di funzioni che sono monotone seconde*
ARZELÀ O HOBSON.
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Le funzioni f(x, y) siano def irrite nel dominio rettangolare
R[a<^x<b, c<y <d\ del piano; sussistono allora Ie seguenti
proprietà :

3) Se Ie funzioni f\, ft £ L{x, y) allora la funzione
(fi -+- ft) € L(x^ #), se inoltre in ogni punto di R:f}, ft > 0, allora
anche (ƒ, - f%) € L{x, y). ^ ^ ^ ^

4) Se la funzione f£L[x, y) allora la funzione (— f)dL(x, y),
se inoltre in ogni punto di B l f > 0, allora anche (l/f) € L{x, y).

5) Posto : x = b -+- a — x, # = c -f- eï — «/, se la funzione
f(x, y) e Ljx, V), allora f(x, y) € Lix, Ij), f{x, y) Ç L{x, % f(x, y) 6 L{x, ^ ) .

6) L'oscillazione al variare di (x, /̂) in R, è | ƒ(&, d) — /*(a, c) |
se fÇLfc ~y) [} L& J), \ f(b, c) - f(a, d) | se ƒ € L(^ *#) U -&(£ 7) (37)-

7) Le variazioni lineari VT(y), Vv(x) di ƒ(»;, y) G i(a;, «/) in Ry

sono funzioni integrabili EIEMANK" (38).
8) I punti di discontinuità delle funzioni f(x, y) £ L(x, y)

appartengono ad una infinità numerabile di porzioni di curve
regolari il cui insieme ha misura superficiale nulla ; tali funzioni
sono quindi misurabili in JS. La natura delle discontinuità è stata
studiata da W. H. e a . C. TOUNG [50].

9) Le funzioni f(x, y) € L(x, y) sono totalmente differenziabili
nel senso di STOLZ, quasi ovunque in R (39).

4. Combinazioni lineari di funzioni monotone.

Definizione 1. In analogia al teorema di JORDAN, si definisce
a variazione limitata (in senso generale), ogni combinazione lineare
di funzioni monotone secondo LEBES&TJE.

Sia f{z) = f(x, y) una funzione reale e monotona (L) in un
dominio D ; una funzione g(&) ÇL si dice non decrescente con
f(z) in JD, quando risulta : /\g • /\f> 0 per ogni incremento
Af = W') ~ f&)] =1= 0» z>' z" ^ D e A^ = 0 se Af = 0.

Per Ie funzioni di una sola variabile, questo criterio corri-
sponde alla definizione. di funzione non decrescente con x quando
f == x oppure quando f è una qualsiasi funzione crescente con x.
Per Ie funzioni di due variabili invece, secondo questo criterio,
vi sono diverse classi distinte di funzioni monotone incluse in
quella piu generale di LEBESGUE.

(37) I n conspguenza delle condizioni r ipor ta te nel la nota (32)? v engono
considerate esclus ivamente fuazioni superf icialmente monotone che sono
limitate in B.

(38) Cfr. C. M I R A N D A [21].

(39) J . C. B U R K I L L e TL S. H A S L A M - J O N E S [8].
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Definizione 2. Si definisce a variazione limitata secondo f{z)
[f € L] in un dominio Z), ogni combinazione lineare di due f unzioni
monotone secondo LÉBESGTTE e non decrescenti con f(z) in D.

Per le funzioni di una sola variabile, le due definizioni si
equivalgono se nella seconda si pone f = x, mentre per le funzioni
di due variabili alla seconda definizione corrispondono diverse
classi distinte di funzioni a variazione limitata, incluse in quella
più generale definita dalla la.

5. Classi A, Â, A*, Jx,v, Js, K-
Presentano particolare interesse le seguenti classi di funzioni a

variazione limitata in un dominio rettangolare B[a^x^b9 c^y<d\
Una funzione f(z) — f(x, y) è a variazione limitala secondo

C. ARZELÀ [41] in R, quando l'insieme numerico descritto dalle
somme :

,£ i A*,) - ƒ(«,_,) i.

è limitato al variare del numero naturale n e dei punti zt = (xt, yt)
tali che: a = Xt^xl<...^xn — b; c = y0 <yx < ... <yn = d (40).

La funzione f{z) è a variazione limitata secondo E. W. HOB-
SON [43] e K. CONTI [38] quando la précédente condizione è veri-
ficata dai punti zx = (xt, y%) tali che : a = x0 < xx < ... < xn = b,

Denofcando con V(z), P(^), N{&) la variazione totale, positiva e
negativa délia funzione f{z) nel dominio rettangolare di estremi
z0 = (a, c), z = (oc, t/) per le /(s) € A, di estremi s0 = (a, d), z = (x, y)
per le f(z) € A, risulta :

dove V(z), P(0), iV(0) sono funzioni non decrescenti rispettivamente
secondo ARZEIA O HOBSON.

Le propriété délie due classi A, Â> che non sono relative allo
orientamento degli assi, sussistono anche per le funzioni che si
ottengono combinando linearmente quattro funzioni superficial-

(40) Taie classe di funzioni è stata indicata con A da W . W . KÜSTER-
MANN [44]. E. W . HOBSON [43] chiama ad oscillazione limitata, la classe
equivalente che si ottiene quando le stesse condizioni sono verificate dalle
somme délie oscillazioni di f (s) nei domini rettangolari di estremi

(41) Taie classe è stata indicata con A da R. CONTI [38].
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mente monotone secondo ARZELÀ od HOBSOK. Denotando con A*
quest5 ultima classe, sussiste la relazione A* 13 A [} Â.

Ad esempio, la funzione f(x, y) — 1 sulle diagonali del quadrato
[0<x<; 1, 0 < ^ / < l ] , nulla altrove, è una funzione ƒ £ A* —• (A |J Â).

E. CONTI [38] dénota con Jx> y la classe di funzioni che sono a
variazione limitata secondo JORDAN nel dominio rettangolare B,
per ciascuna variabile separatamente e con Js la classe di funzioni
a variazione limitata su ogni segmento rettilineo di R ; inoltre
considéra la relazione JXj V^JSZD A f| Â.

Si ha pure J^ VZDA*, e osservando che ogni funzione f€A* è
limitata in R, mentre una funzione appartenente a JXi v deve
solamente essere linearmente limitata rispetto ad x e rispetto ad y,
si prova che esistono funzioni f£JX/y — A*.

Indicando con K la classe di funzioni f{x, y) — h(x) -+- h{y), si
stabilisée la relazione : A f| Â ZD K p| JXj v .

Infatti, se la funzione f=zh,-t-k ha variazioni lineari finite,
Ie funzioni h(x) e k(y) sono costanti rispetto ad una variabiie e a
variazione limitata rispetto all'altra, quindi la loro somma appar-
tiene ad A f] Â.

6. ^otïzie bibliografiehe (42).
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SEZ. TV. - Funzioni a variazione rettangolare limitata.

1. Incremento rettangolare di una funzione.

La funzione f(x, y) sia definita nel dominio rettangolare
R[a<x<ib, c<y<d] e siano (x\ y% (as", y") due ptinti di R
tali che x' < se", y' < y" ; si chiama incremento doppio o rettango-
lare o misto, e si indica con

&%'y"ffa y) oppure con /\xJ(x', y')

la quantità

fi*", y")-f&", / ) -«*' , y") + f(x; y\

Per Tincremento doppio sussistono proprietà analogie a quelle
degli incrementi lineari

, y) =ffr", y) - ƒ(«', y\ A / ( » , y') = f{x, y") - f(x, y') :

!) &3>ylC'f(x, y)] = c* &Tyf(x* y) per ogni costante c;

2) Axy[fx(x, y) -H Ux, y)] = &xyfx{x, y) H- A*/*(», y) 1



STILLE DEFINIZIONI E PROPRIETÂ DELLE FUNZIONI, ECC 267

3) Posto a = x0 < x1 < ... <Z xm — b,

m—l n—1

4) AryW») "+- My)] = °> A ^ W » ) • % ) ] = A*h(ac) • A

Si ha inoltre

<e le proprietà 1), 2), che sono caratteristiche degli operatori lineari,
sono pure soddisfatte da ogni combinai on e lineare a coefficienti
interi :

ttA«f(»'. y') H- vAyA»'» #') •+• ™&*yf(x', y') =
^wf(xtf, y")~(w-u)f(x", y')- (w-v)f(tf, y") -+- (w-«—«)ƒ(*' , »0 (43)-

Ha parfcicolare interesse la classe di funzioni, definite in un
dominio rettangolare J?, del tipo :

f(x, y) = h(âs) + k(y) + ^(x, yj, dove ƒ*(«, 2/) € J», y .

Posto ^(x, y) = AocA35? 2/) condizione necessaria e sufficiente
affinchè una funzione f(x, «/) appartenga a questa classe, è che

Infatti la condizione è sufficiente perche

f(x, y) = f(x9 c) -»- f {a, y) — f (a, c) -+- ̂ ( x , $/) ;

la nécessita si prova osservando che &Tcf(xi y) = AÏÎH^° 2/) G

quindi per ogni suddivisione x0 = a ^ x r < ... < xm ̂  6, si ha

Nei numeri successiyi vengono definite a variazione limitata,
délie funzioni che si possono ancora esprimere come combinazioni
lineari di funzioni monotone (nel senso di LEBESaiJEj ; ma a tali
condizioni vanno aggiunte a seconda délie varie definizioni, altre
particolari condizioni poste sugli incrementi rettangolari.

(43) In particolare nelle definizioni délie classi A, A vengono consi-
derati gli incrementi

/(*", y") -f&, y') = AJ+ Ayf+ A#f, fW, y') - /(*', y") = AJ-
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Una estensione del concetto di funzione di una variabile a,
variazione limitata secondo C. JORDAN O secondo N. "WIENER

viene considerata da L. C. YOITNO (44). che definisce a variazione-
— 4> — limitata in un intervallo I[a < x < 6], ogni funzione f{x}
in corrispondenza délia quale esiste una funzione F(x) non decre-
scente in 7, taie che per ogni coppia di punti x', x" 6 1 risulta r

\&%'f(*)\<<t(\A«F(x)\),

dove 4>(#) è una funzione reale continua e crescente nelP inter-
vallo (0 _< £ < oo) e taie che <ï>(0) = 0, lim <t>(è) = oo, e <p(0) è la,
funzione inversa di <£(#). s~*"°°

Per le funzioni di una variabile, la nuova definizione viene-
impiegata nello studio dell'integrale di STIELTJES e negli sviluppi
in serie di FOURIER; viene meno il teorema di JORDAN sulla.
decomposizione in funzioni monotone, mentre anche per le fun-
zioni a variazione — <î> — limitata si dimostra che esse hanno al
più una infinità numerabile di discontinuità ordinarie.

Per le funzioni di due variabili, il concetto di funzione a
variazione limitata puö essere esteso in diversi modi seconda
varie definizioni. Le funzioni a variazione limitata in senso esteso,.
sono caratterizzate dal fatto che gli incrementi sono minori in valore
assoluto, (secondo una certa relazione), degli incrementi corrispon-
denti di una funzione monotona nel senso di LEBESGUE.

In particolare si possono definire funzioni che sono a varia-
zione — <1> — limitata di classe A, A, JT} v, ecc. (45).

2. Funzioni a variazione resttangolare limitata.

Una funzione f(x, y) è a variazione limitata secondo G. YITALI [82|
in un dominio rettangolare R[a < x < 6, c < y < d], quando è-
limitato l'insieme numerico descritto dalle somme :

m—1 M—1

a s |A-/ta, v,)\,
i=o y—o

al variare di m, n e dei punti (x,, y3) tali che :
a — ̂ o < xi < •» < xm — b, c = yo<y1< ... <y,, — d (46).

(44) L . C. Y O U N G [84]; K". W I E N E R , cfr. nota (*).

(45) B . P I N I [80] definisce a variazione l imitata secondo A R Z E L À di ordine-

p, p^> 1[*(^) = &v\ la classe di funzioni che si ottiene sostituendo nella>
n

definizione di ARZELÀ (III.5) la somma S | f(oCj, y{)—f(xi—l, y^—i) \P*.
i=l

(46) L . T O N E L L I in una nota del 1923 [28] dénota questa classe con l a
le t te ra V, iniziale di Y I T A L I , che l ' h a definita nel 1908. L e mèdesime-
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Se inoltre la funzione f{x, y) è a variazione limitata per almeno
un valore x0 di x e per almeno un valore y0 di y. allora la fun-
zione è a Tariazione lineare limitata per ogni valore di cc e di yT

e Ie fanzioni Vv(y), Vv(x) sono a variazione limitata nei rispettivi
intervalli di definizione (47j.

K IJ. J E F F E R T [60] definisce una classe di funzioni f(x, y) che
sono a variazione limitata in B quando :

f(x, y)= lim lsn{x, y)dxdy

(o, x; c, y)

dove s „(os, y), n = 1, 2,..., è una successione di funzioni sommabili,
che ha per limite una funzione s(x, y),

2) risulta limitato per ogni numero intero n ed in ogni
dominio rettangolare R' CZ B, V integrale

sn(x, y)dxdy.

M. S. MAXIPHAIL [64] dimostra che la classe di J E F F E R T équi-
vale alla classe di funzioni f{x, y) € H con f(a, y) = f(x, c) ̂ 0 ; inol-
tre, che si ottiene la classe V sostituendo al primo membro
della 1) la funzione F(x, y) = AacAfe y) i n luogo di f(x. y), e che
tale condizione, eliminando la 2), definisce la classe di funzioni
di BAIBE di ordine 0,1.

L. C. YOUNG [84] definisce una classe di funzioni f(x, y), che
sono a variazione limitata in B quando si possono trovare due
funzioni F(x), G(y) non decrescenti negli intervalli (a, 6), (c, d)r

tali che per ogni coppia di punti (x', y% (x", y") 6 B risulti

a vend o indicato al solito con cp(s), ty{z) due funzioni continue e
crescenti da 0 ad oo nelP intervallo 0 < z <Z oo.

condizioni sono riprese da H. LEBESGUE nel 1910 [62] e da C. de LA
VALLÉE POUSSIN nel 1915 [53] per Ie funzioni continue e nel 1916 per Ie
funzioni discontinue [54].

(47) La dimostrazione del primo teorema è di W. H. YOUNG [85]; per
il secondo cfr. (A. C. L), pp. 827. La classe viene indicata da W. W.
KÜSTERMANN [44] con 1'iniziale H di GL H. HARDY che 1'ha definita con
condizioni meno restrittive nel 1905 [59]; Ie stesse condizioni sono anti-
cipate da J. H. KRAUSE nel 1903 [61] e riprese da A. VERGERIO nel
1911 [81].
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La definizione rappresenta una estensione délia classe partico-
lare che si ottiene ponendo cp(s) = ty(z) = 1 ; a quest'ultima classe,
che è inclusa in H, appartengono tutte Ie fuuzioni del tipo
f(x, y) = h(x)*k(y) nelle quali h(x) e k(y) sono a variazione limi-
tata («).

B. PINI [80] estende Ie classi H, V, considerando nelle rispet-
tive definizioni in luogo dei valori assoluti degli incrementi. i
valori :

I A * / K y) lp, I A«fte y) h I Ayfto y) \v,

con 1' esponente p >> 1. Tali classi A^engono denotate con H—p,
V-p.

Per Ie funzioni a variazione rettangolare limitata sussistono
le seguenti propriété :

1) Posto

F(x, y) = &%vof(x, y\ (x0, yQ), (ar, y)€R,

condizione necessaria e sufficiente affinchè una funzione f(oc, y) € V,
è che F(x, y) € H, cioè che F(x, y) sia la differenza di due fun-
^ioni quasi monotone (49).

Denotando con V(x, y), P(x, y\ N(x, y) Ie variazioni rettango-
lari totale, positiva e negativa, nel dominio rettangolare di estremi

^ 0 ~ a e d y<i = c oppure yo~d, si ha

V{x9 y) = P{x, y) + N(x, y),

2) Si hanno Ie relazioni :
V l D i ? ed esiste almeno una f unzione f^V—H (50) ;
'V H Jcr,y~H, (A H Â)ZDH ed esiste almeno una funzione

/e(^n^>-tf(51).
3) Se la funzione f(x, y)Ç:H—p, le discontinuità in x e

quelle in y appartengono al più ad una infinità numerabile di

(481 Qfr ^ t Qt 2), pp. 728. Detta K* questa classe, sussiste la relazione
VK*^> HK* od esistono funzioni f£H — K* ed f£K*— V.

(49) Cfr. nota (36). Si dicono non decreseenti per incrementi rettangolari,
Ie funzioni per cui è sempre /\xyf{x, y)>0; in tale caso la funzione
A x w f(x> y) ® monotona secondo H O B S O N O A R Z E L À , in ciascuno dei quattro

quadra t i di B avent i un vertice comune nel punto (sc0, y^)-
(50) Cfr. (A. C. 1).
(51) R. CONTI [38]. Nella nota citata viene dato un esempio di funzione

I
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segmenti parallel! agli assi (5z). Se f(x, y) Ç V, le discontinuité in
(x, y), che non sono discontinuità in x o in y, sono numerabili (53).

4) Se la funzione f(x, y) £ V, la derivata rettangolare è quasi
ovunque finita ed è sommabile in B (54) ; se f(x, y) € H, Ie derivate
parziali miste di 2° ordine sono quasi ovunque finit.e e sono som-
mabili in B (55). Poichè HdA, Ie funzioni f(x, y)^H sono quasi
ovunque totalmente differenziabili in B, mentre la proprietà non
sussiste per le f(x<y)Ç:H — p (52). Esistono funzioni f(x, y) G V che
non sono derivabili in alcun punto di B (53).

Sono a variazione limitata secondo YITALI, Ie funzioni assolu-
tamente continue (nel senso di YITALI) (56) e Ie funzioni lipsch.it-
ziane (nel senso di FBÉCHET) (57).

3. Eunzioni a variazione limitata secondo Fréchet.

Una funzione f(x, y) è a variazione limitata secondo M. FRÉ-
CHET [57, 58] in dominio rettangolare JS[a < # < 6, c < y < d],
quando è limitato l'insieme numerico descritto dalle somme :

m2 WS € ^ A , / ( ^ . »),
i-O ;^0

al variare di m, n e dei punti (xt, yj\ tali che : a = xn <Z x^ <. ».
< xm = b, c — y0 < t / i < » . <yn == d e per tutte Ie possibili scelte
dei coefficient! Q, €, = =t 1 (5S).

Se iuoltre la funzione f(x, y) è a variazione lineare limitata
per almeno un valore x0 di x e per almeno un valore y0 di ?/,
allora la funzione è a variazione lineare limitata per ogni valore
di x e di y, e Ie funzioni Vx(y), Vy(x) sono integrabili nel senso
di RIEMAKN nei rispettivi intervalli di definizione (59).

(52) B . PlNI [80].
(53) Cfr. (A. C. 2).
(54) Gk TiTALi [82].
(55) W . H . Y O U N G [86].

(56) G-. Y I T A L I , Sulle funzioni integrali, « A t t i Accad . Sci . Tor ino », 40,
(1904-05), pp . 753-766.

(57) M. FRÊCHET, Extension au cas des intégrales multiples d'une
définition de V intégrale due à Stieltjes, « Nouvelles Ann. Math. » (40) 10,
(1910), pp. 241-250 cfr. pure (A. C. 2), p. 726.

(b8) M. MORSE e W. TRANSITE [68] dimostrano che una funzione è a

variazione limitata secondo FRÉCHET anche quando i coefficienti ^ , Çy ven-
gono scelti tra nuraeri che in valore assoluto non sono superiori ad uno
ma possono essere eventualmente nulli.

(59) Cfr. (A. C. 1), pp. 832. In (A. C. 2) taie classe viene denotata
oon F*, mentre con F viene indicata la classe di FRÉCHET.



272 BRUNO FALESCHINI

E.. CONTI [52] dimostra che la seguente condizione di S. FAE-
DO [56] è equivalente a quella di FRÉCHET :

L' insieme numerico descritto dalle somme:
2m 2w

risulta limitato al variare di m, n e dei punti (xt, ^ ) tali che :
a — x, < ... < #2m = 6, c = t/i < ... < #8« — d.

L. C. YOUNG [84] definisce una classe di funzioni f(x, y) che
sono a « bivariazione — <t>, ^ — limitata » quando risultano limitati
gli insiemi numerici descritti dalle somme

m—1 «—1

al variare di m, n e dei punti xl9 y\ y", x\ x", y3 tali che

c = yo<... <yn ~ d, a <. x' <. x" < bf

essendo al solito <£(#), xY(z) due funzioni continue e crescenti da O
a oo nelP intervallo (0 <Ç z < oo).

I n particolare, ponendo <J>(#) = VF(̂ ) == 1 si ottiene una classe di
funzioni che contiene la classe di FKÉCHET (F).

Sussistono le seguenti proprietà :
1) Posto

F(x, y) = £s%^jf(xy y), (xQ, yQ), (x, y)£R,

condizione necessariâ e sufficiente affinchè la funzione f(x, y)ÇF9

è che F{x, y) € F*.
2) Si hanno le relazioni :

V\JF*, F*=)H, V fi F* = H,

ed esistono délie funzioni ƒ6 V—F*, f€F*—V, f€F—(V[JF*) (60).
3) Le discontinuité di una f unzione f(x, y) € F*, appartengono

al più ad una infinità numerabile di segmenti paralleli agli assi
e la funzione è sommabile in B (61).

4) Sussiste la relazione con la classe K* di funzioni

f(x9 y) = h(x) • k(y)9 FK* = VK* (62).

(60) Cfr. (A. C. 1), esempi (B), (E).
(61) M. M O R S E G W . TRANSUE [74].

(62) M. MORSE e W. TRANSUE [77].
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