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Sulla stabilità del moto di sistenii a più gradi di liber ta
in condizioni non lineari.

B I A ^ C A MANFREDI (a Parma)

Sunto. - Generalissando noti criteri di G. SESTINI e di H. A. ANTOSIEWICZ
si dimostrano tre criteri di stabilità per particolari moti di un sistema
dissipativo in più gradi di libertà.

1. - Introduzione.

Sia 2 un sistema materiale ad n gradi di libertà caratterizzato
dalle n coordinate Lagrangiane xt = x\t) (i — 1, 2,..., n). È noto
che se si interpretano le xi come coordinate di un punto gene-
rico P di uno spazio Sn (spazio délie configurazioni), il moto di 2
è definito dal moto di P in Sn9 e quindi, per assegnate condizioni
iniziali (di posizione e di velocità) dal sistema differenziale nor-
male (l) in generale non lineare

(1) £ = fit, X(t), X(t)) (i = 1, 2,... , n),

dove: X(t) rappresenta Finsieme (x^t), x%(t), x3(t),..., xn(t)) e X(t)

Tinsieme (x^t), xt(t), x3(t),..., xn(t)).
Le funzioni cpt- (i=l, 2,... , n) siano dotate di tutte quelle pro-

prietà di continuità e di regolarità che valgono ad assicurare per
il sistema (1), l 'esistenza e l 'unicità locale dell'integrale X(t), sod-
disfacente a condizioni iniziali arbitrariamente prefissate.

Particolare importanza ai fini Meccanici ha il ricercare, per
il sistema (1), soluzioni stabili, soluzioni cioè per cui risultino
limitate, per ogni i, \ xt(t) \ e | xt(t) \ (i = 1, 2,..., n).

I n questa Nota limiteremo taie ricerca al caso particolare, ma
di notevole interesse per le pratiche applicazioni, nel quale le
funzioni cp̂  assumano le espressioni

(2) T,(«, X(t), X(t)) = - 9i(X(t)) - *\(X(*), X(t))

dove g{, r{ e ft sono simboli di funzioni che godono délie stesse
proprietà di continuità e di regolarità di ot. L'importanza, sopra
osservata, sta nel fatto che la (2) caratterizza sollecitazioni su S

(*) Si pensa senz' altro verificata la condizione sufficiente per rendere
normale un sistema differenziale ([3], pag. 451), il numero in parentesi
quadra riferendosi, corne nel seguito, alla Bibliografia posta al termine
del lavoro.
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che risultano somma di forze puramente posizionali (per esempio,
di tipo elastico o gravitazionale), di forze cineticlie (per esempio,
di tipo dissipativo, generate per effetto della resistenza offerta al
moto di 2 da un mezzo yiscoso omogeneo o no) ed infine di azioni
perturbatrici variabili solo col tempo (particolarmente importanti
quelle a carattere periodico).

Osserveremo clie la presenza di azioni dissipative rende ogni
fenomeno meccanico irreversibile e perciö, in questi casi, si potrà
parlare solo di stabilità futura (t ̂ > 0) ([2], pag. 466).

Un criterio generale di stabilità per il sistema (1), oye il se-
condo membro sia della forma (2), è già stato dato molfco recente-
mente da SESTINI in [6].

In eLuesta Nota si danno altri criteri di stabilità relativi a tre
particolari problemi di tipo (1). Precisamente : In un primo mo-
mento si considéra rt = Wj(Z(̂ ), X{t))xt, cioè si suppone che Ie azioni
dissipative che insieme alle forze posizionali e perturbatrici inte-
ressano il moto di 2, siano del tipo di una resistenza offerta da
un mezzo non omogeneo. Successivamente si considéra gt = «2xt

(to costaute) e r, indipendente da X(t), cioè si suppone che
Ie forze posizionali siano di tipo elastico e che Ie forze
dissipative si possano assimilare alla resistenza offerta da un
mezzo omogeneo. Infine si considéra gl = tù2xt (OJ costante) e
rt — 2sict -+- r/(X(t)) (e costante e r / funzione continua e regolare
con r,), cioè si suppone 2 soggetto a forze di tipo elastico, a forze
perturbatrici ed, infine, ad azioni cinetiche che risultino somma
di una resistenza di tipo viscoso e di una generica azione cinetica
(per esempio, resistenza idraulica, supersonioa,...).

In particolare, per n — 1 il primo criterio ottenuto coincide
con il criterio dato da ANTOSIEWICZ [1], che rappresenia un'esten-
sione, sotto un certo aspetto, del primo criterio dimostrato in [5];
il terzo criterio, invece. sempre per n = l. coincide con il secondo
criterio stabilito in [5].

2. - 1° criterio.

Per un sistema differenziale in generale non lineare, del se-
cond' ordine del tipo

(1') x, + <o,(X«, X(t))x, + g,(X{t)) = f Al) (i = 1, 2,..., n),

vale il seguente

TEOBEMA. - Se: a) wx(X(t), ±(t))>0per ogni (X(t), X(t)), b) gx(X(t))=

= a a | X i t ) ) con Gh(X(t))> 0 per ogni X(t)4=0 (?), c) G-(X(t)) — -H oo

(2) Diremo X(t) = 0 quando è x% = 0 per ï = l, 2,..., n.
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per I Xi(t) | -* -+- oo, d) | fx(t) [ integrabiïe in (0, -+- oo) ; alïora ogni
integrale ai (1') che esiste in (0, -H oo) è stabile (3).

Infatti, moltiplicando ambo i membri di (1') per 2dxt, si ha

(3) dx^ •+- 2w1(Z(QJ ZWte'dt -H 2flfl(Z(t))da!l = 2ft(t)dxl ;

somraando rispetto ail ' indice i, si ottiene, per l'ipotesi 6),

S <2xt
2 -H 2 5 cöt(Z(Q, Zf^Jac^d* •+- 2dG(X(t)) = 2 2 /"

»=l i = l *=1

integrando tra 0 e t, si ha
t

(4) S Xt
2(^) + 2 £

1 \

infine trascurando in (4) il secondo e il terzo termine del primo
membro, positivi per le ipotesi a) e b), si ottiene

ed anche

(5)
o

Poichè | xt(x) | è continua in (0, t), sia t* il punto di (0, t) in
cui | xt(-z) | assume il suo massimo vt ; abbiamo allora

I A.
(3) L'ipotesi 6) équivale a supporre che le forze posizionaii agenti su 21

siano di tipo conservativo ; nel caso generale in cui le sollecitazioni ab-
biano la forma (2), corne in [6], taie ipotesi resta valida coraunque siano
le forze posizionaii, in quanto, per il teorema di CLEBSCH, la parte rota-
zionale del eampo di forze puo pensarsi inglobata nella sollecitazione
espressa da rt\X[t), X(t)). In tal caso basta osservare che, ove si supponga
al posto di (OjîÊ O, rtx%>0 per ogni (X(t)9 X(t)), la dimostrazione del cri-
terio resta inalterata.
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e a più forte ragione

v*<E0 + 2Ïvlj |ff(T)|dx,

e ancora

(6) t > t
2 < _#<,-+-2

D'altra parte per Tipotesi d), detta c una costante positiva,
t

risulta ƒ | f^r) | dr < c, qualunque sia i. Sostituendo in (6) si ha
o

allora

sommando rispetto ad i, si ottiene

n n

S Vj2 <L nE0 -+- 2cn S vt,

ed anche

(8) î(vt — nc)*-

Da (8) discende

(vt — ncf <

cioè (per essere vx Z> 0)

0 < v% < nc -h V n(E0 -h w'c2),

e quindi infine

(9) | xt(t) \ <.nc + y n(E0 +- n^c1) ~ B ;

si ottiene cosi per | x^t) \ una limitazione indipendente da t.
Da (4) risulta anche la limitazione in (0, -f- oo) di G(X{t}): basta

notare che da (4) segue

G{X(t)) <EO+Î l U^x^d-z,

e quindi per 1' ipotesi b)
t

G(X(t)) < Eo - H £ j \ ft(T) | I i,(T) | dx,
~ ó
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da cui si ottiene per la (9)

(10)

Da tale limitazione, indipendente da t, discende, per 1' ipotesi c),
anche la limitazione in (0, -+- oo) di [ xt(t) | , e questa, insieme alla
(9), prova il criterio enunciato.

OSSERVAZIONE. - Per W—1 il criterio ora provato coincide con
quello dato da ANTOSIEWICZ in [1]. Se inoltre poniamo :

ï\—', per x 4= 0
x

Hm -̂ —' , per x = 0.

essendo $(x) una funzione definita per ogni valore di x, nulla
in x = 0 e ivi derivabile, gt(x) = a*x (a costante), la (1') coincide
con Pequazione differenziale non lineare del second'ordine esa-
minata da SESTINI in [5], ed il criterio di ANTOSIEWICZ coincide
col primo criterio dato da SESTINI in [5].

3. - 2° criterio.

Sia (1) del tipo

(1") xt + r,(X(t)) H- «•*, = at) (i =1 ,2 , . . . , n),

con M costante. Per tale sistema vale il seguente

TEOBEMA. - Se : S ri(X(t)) - xi(t) > 0 per ogni X(t), ' I f±(t) I inte-
i=l

grabile in (0, +oo) ; allora ogni integrale di (1") che esiste in
{0, -+- oo) è stabile.

Osserviamo subito che se rt(X(t)) assume la forma particolare
oiJ^XtytyXi, il sistema (1") è un caso particolare di (1') ed il Teorema
ora enunciato rientra nel criterio 1°.

La dimostrazione del 2° criterio si ottiene facilmente proce-
dendo in modo perfettamente analogo a quanto abbiamo fatto nel
n. 2 e pertanto, per brevita; la omettiamo. Oi limitiamo ad osser-
vare che per w = l, (1") coincide con Tequazione differenziale non
lineare di [5] ed il criterio ora enunciato con il primo criterio iyi
stabilito.
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4. - 3° criterio.
Sia (1) del tipo

(1'") x\ -H 2txt -*- rt'(X(t)) -h ta*xt = Ut) d = 1, 2,..., n),

dove s e o> sono costanti, r / è una funzione che gode delle stesse
proprietà di continuità e di regolarità della <pt di (1).

Per tale sistema vale il seguente

TEOREMA. - Se £ > 0, r/(X(t)) è uniformemente lipschitziana di
ordine a < 1 rispetto ad ogm x,, allora ove uno degli integrali di
(1'") sia stabile, tutti sono stabili.

Si pub osservare che se in particolare è r / == 0, (1"') è un caso
particolare di (1') ed il Teorema ora enunciato rientra nel 1° criterio.

La dimostrazione di questo 3° criterio discende come corollario
dal seguente

TEOREMA. - Se (l'")j rieïle ipotesi del Teorema précédente^ pos-
stede integrali in (0, -4- oo|, la differenza di due qualsivoglia di tali
integrali resta limitata al crescere indefinito di t.

Infatti, si indichino con Xf(t) — (x\(t),..., xn'(t)) e con X"(t) =
= (xl"(t), «",(<),..., x"n(t)) due integrali di (1'") definiti in (0, -4-00).
La loro differenza Z(t) = (zx(t), zt(t)>..., z„(t% con zl(t) = x%"(t) — xl\t)
(i =. 1, 2,..., w), soddisfa al sistema

(11) £ H- 2Ê0; + o)*0t = r\(t(t)) - r't(Z"( (• = 1, 2,

Siano ora yt
f e «//' due integrali indipendenti dell'equazione

differenziale omogenea a coefficient! costanti ottenuta uguagliando
a zero il primo membro di (11); puö allora scriversi ([3], pag. 442)

(12)

dove : c% e dt sono costanti da determinarsi in dipendenza delle
condizioni iniziali che si attribuiscono a y/ e yx" \ W[yt'(t), y"{t)\
indica il Wronskiano non nullo di yt' e yx".

È già stato rilevato in ([5], pag. 562) che risultano limitati, al
crescere indefinito di t, i due integrali
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Porremo precisamente

(13)

con A e B costanti positive dipendenti da s e da o>.
Derivando la (12) rispetto a t si ottiene

t .

(14) zM=c,yi>+ **i"+f*"{^^$${X) Ir.'d-Cx))-r/( j-M)|dr.

Per la supposta uniforme lipschitzianità di ordine oc < 1 delle
r/j si ha

(15) I r,'(X(t)| - r/(X'(*)) | < i , I | 0,(*) \a < L £ | *,(*) | a ,
i^i «=1

dore con L si è indicata la più grande delle costanti Lt. Dalla (14)
tenuto conto délia seconda disuguaglianza di (13), si ha

(16) I ht(t) I < I c#i + *y," I + BL max | S j »^j
(0, t) f i—1

Supponiamo per un momento che Ie | z^t) \ non restino limitate
al crescere indefinito di t. Poichè | 0t(x) | è continua in (0, f), qua-
lunque sia t, sia ^* il punto di (0, t) in cui | zx{?) | assume il suo
massimo ut. Inoltre, avendo supposto la non limitazione delle | zjfi) \
in (0̂  -+- 00), sarà possibile trovare un valore di t abbastanza grande
da risultare, essendo a < 1,

(17) nBLui<*-1< 1/2;

ancora risultando, per la loro stessa definizione, | y/ \ e | y" \ limi-
tati, si potrà porre (per t abbastanza grande)

(18) I ctyt' + dkl' I < & (» = 1, 2, . . . , n),

con ÜL costante positiva.

Fatto allora in (16) t=zt*, per la (18) avremo

(19) ui<K

e sommando rispetto all'indice %

2u{<nK-h nBL S
l i

ed anche

2 M((l — nBLUi*-1) < WÜL ;
fi
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per la (17) si ha quindi infine

(20) ut<%Ui< 2nK,

e ancora

(21) \k(t)\<2nK;

si è cosï ottenuto per 10,(2)1 una limitazione indipendente da t.
Resta facile far vedere ora che anche |s,(£)| è limitato in (0, -i-oo).

Infatti essendo limitati in (0, -+- oo) | y/(t) | e | y"(t) | per la loro
stessa definizione poniamo

I c{y/ -f- d#," | < H (i = 1, 2,..., w),

con H costante positiva, Grazie a (15) e (21) si ottiene dalla (12)

Ir

ƒ
O

e quindi per la prima disuguaglianza di (13)

(22) | s,(Q | < H+ 2nAKL.

Questa limitazione prova il secondo Teorema che abbiamo enun-
ciato in questo paragrafo e porta inoltre. come immediata conse-
guenza, la validità del 3° criterio.
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