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Sopra una proprietà délie forme quadratiche binarie
primitive di déterminante D = 1 (mod 4).

Nota di CARLO CELLITTI (a Ferentino)

Sunto. - Mediante le sostituzioni lineari unimodulari a coefficienti interi,
VA. costruisce un sistema di rappresentanti di classi di forme quadra-
tiche, binarie primitive di prima specie, e ne dimostra una interes-
sante proprietà.

1. Le relazioni tra i numeri delle classi di forme quadratiche
binarie propriamente primitive e di forme quadratiche binarie
impropriamente primitive di dato déterminante, contenute nel-
Popera del GATTSS ('), e Ie ricerche che il DIRICHLET fa sullo
stesso argomento (2) sono state il filo conduttore della dimostra-
zione del teorema che è oggetto della presente nota ; ei siamo
serviti delle sostituzioni lineari unimodulari a coefficienti interi.

A titolo di premessa, richiamiamo, intanto, brevemente, alcune
classiche nozioni.

È ben noto che Ie sostituzioni lineari S — ( g), a coefficienti

interi, unimodulari (aS — py = 1), costituiscono un gruppo F, e la
loro legge di composizione

v K
/ l 0\ /a BW / 8 — B\

unita al fatto che -^—(n •<)» ( A —\ I, ei mostra la

proposizione evidente secondo cui Ie sostituzioni S, per Ie quali
è p £5= 0 (mod p), costituiscono un gruppo Gp . In particolare, per
p — 2, Ie sostituzioni S aventi (J pari costituiscono un gruppo G2.

Si consideri la forma binaria quadratica

f =55 (a, 6, c) = ax% •+- 2bxy -+- cy

I1) C. F. GAUSS, Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae J801, art. 253-256;
Werke, I, pp. 276-284, (Gottîngen, 1870).

(2) Gr. LEJEUNE DIRICHLBT, Recherches sur diverses applications de
r Analyse infinitésimale à la théorie des nombres, Journ. far d. r. u. a.
Mathem. (von Crelle), Bd. 19, pp. 324-369; Bd. 21, pp. 1-12, 134-155,
(1839-1840); Werke, I . Bd., pp. 411-196, (Berlin, 1889).
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a déterminante D = 6* — ac non quadrato, e denotiamo con T e a-
rispettivamente il m. c. d. (a, 6, c) e il m. c. d. (a, 26, c). Bieordiamo
che / si dice primitiva quando x = 1, primitiva di prima specie
quando T:=(r = l? primitiva di seconda specie quando T = 1, C = 2.

La forma f' ss (a\ b', c') — &ƒ*— S(a, b, c)} trasformata délia ƒ,
mediante S, ha i coefficienti a', b', c' assegnati dalle classiche
formule <*B — PY = 1) :

(1)

a' = a%% -f- 26ay -+- cy*
6' == aa^ -4- 6(ocS -H py)
c' =z ap2 +- 2&pB H- cS2.

La f' si dice equivalente a ƒ rispetto a F : questa relazione è
evidentemente riflessiva, simmetrica e transitiva. Le forme f di
assegnato déterminante si distribuiscono in un numero finito di
classi equivalenti.

2. Consideriamo, ora, Vinsieme délie forme f primitive con un
assegnato déterminante D = b2— ac = l (mod 4), non quadrato per-
fetto. Partiamo dalla seguente interessante os&ervazione :

Ogni forma f = (a, b, c), primitiva di prima specie, è equiva-
lente a un'altra forma (eventualmente coincidente con la prima)
necessariamente primitiva e di prima specie î' s= (a', b', c') nella
quale a' = 0 (mod 4) e b', c' sono dispari.

DIMOSTRAZIONE. - 1) Sia b pari : essendo b% — ac =s 1 (mod 4)
è ac ss 3 (mod 4), e, pertanto, uno e uno solo dei due numeri
dispari a e c è ^ 3 (mod 4), e a -+- c = 0 (mod 4).

Allora, per le (1) è

l t j (a, 6, c) = (a', b', c') = (a -+- 26 -h c, b -+- c, c)

e questa forma possiede evidentemente i requisiti dichiarati.

2) Sia b dispari : allora b2 ̂  1 (mod 4) e ac = 0 (mod 4), ed
essendo m. c. d. (a, 26, c) = l, dovrà essere a^O (mod 4) e c
dispari, oppure a dispari e c == 0 (mod 4). Nel primo caso assu-
miamo f'~f, e nel secondo caso si osserva che

e questa forma possiede i requisiti richiesti.
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Si conclude che un sistema di rappresentanti di classi di forme
primitive di prima specie puö esser scelto dal tipo

(4a,, 6j, cj, (4a,, &2. ct)... (4a„, bh9 ch)
^ ' (aM b{, ct interi; bt e ct dispari; i = 1, 2,..., &).

Osservazione sulla parità di at. Grli interi at risultano tutti
pari o tutti dispari secondochè è JD = 1 oppure 5 (mod 8). Infatti
è D = b% — 4ac = (4Ï ± 1)* — 4ac = 8ï' + 1 - 4ac s — 4ac -f-1 (mod 8)
da cai, essendo c dispari, segue l'asserto.

3. Equivalenza rispetto a G2. Seguendo 1' uso, diremo che la
forma f è equivalente a f rispetto a G2 (e scriveremo fo^fiGs))
quando esiste una sostituzione JS appartenente a G% tale che
f = Sf: poichè Gr2 è un gruppo, questa relazione risulta^ eviden-
temente, riflessiva, simmetrica e transitiva, e ripartisce le forme f
di déterminante D in classi di forme equivalenti rispetto a Gt.

Siano g = (2a, b, 2c) e g' == (2a', 6', 2c'), con b e b' dispari, due
forme primitive di seconda specie.

Se g'c^g[Gt) è

2c' = 2(ap* -h 6pS H- cS2) =s 2cS = 2c (mod 4)

essendo p pari (e S dispari, poichè aB — py = 1). Ne segue;
Se due forme primitive di seconda specie sono equivalenti rispetto

a G-2, esse hanno i rispettivi ultimi coeffidenti ambedue pari e
divisibili per 4, oppure ambedue pari e non divisibili per 4.

4. Le forme primitive di seconda specie, altrimenti dette impro-
priamente primitive, (2a, b, 2c), con 2c = 2 (mod 4).

Accanto al sistema (H) (cfr. n. 2) di forme propriamente primi-
tive, o primitive di prima specie, consideriamo il seguente di
forme primitive dï seconda specie,

(H') (2alf 6IS 2cJ. (2a2, 62, 2c2),..., (2a,, bh, 2ch)

dove 2ct s= 2 (mod 4) ed i = l , 2, .„, /̂ . Sussiste il seguente
TEOREMA. - II sistema ÇEL') è un sistema completo di rappre-

sentanti di forme (2a, b, 2c) primitive di seconda specie, aventi il
terzo coefflciente 2c pari e non divisibile per 4, non equivalenti
rispetto al gruppo Gr2.
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In altri termini, posto g% = (2at, bl, 2ct), con 2ct = 2 (mod 4),
ed i= 1, 2,..., h; e detta f = (2a, 6, 2c), con 2c s= 2 (mod 4), una
qualunque forma primitiva di seconda specie, si dimostra che :

a) esiste un i taie che f ~ 0 , (<?*);

P) da glcogh(Grt) segue * = fc.

Bimostrazione di a). La forma (4a, b, c), primitiva di prima
specie, ha B =.b2 — 4ac, corne la ƒ, ed è equivalente a una certa
forma di (H), per esempio a (4a,, 6t, c,). Allora si ha

4a, = 4aa2 -h 2&ay -h cy2

/oc 2S\
oves essendo c dispari, risulta y — 2y' pari. La sostituzione ( / § I

è unimodulare e di G% : applicata a (2a, 6, 2c) ci fornisce :

(2a, 6, 3c) = (a', b', c')

e le formule (1) ci dànno

a' = 2aa2 -+- 26aY' -h 2cy' = 2at f y' =

6' = 2aa - 2^ H- 6(a8 + pY) -f- 2CY'S = b,

c' = 2a . 4p2 -f- 26 . 2pS +• 2cS2 = 2c,

e quindi,

(* 2 P ) 2 a , 6, 2c) = (2^ , 6lf 2c,).

Bimostrazione di p). Sia gi<^>gk{G2), e, precisamente, f

con p pari. Tenendo presenti le formule (1) si vede immediata-
mente che

2 (4aA, 6A, cÂ) = (4alJ 6t, ct)
,2y S/

ed essendo le sostituzioni di (H) a due a due non équivalent^
deve essere i = k.

Il teorema risulta, cosï dimostrato.
Le forme quadratiche primitive di seconda specie (2a, 6, 2c)

con 2c == 0 (mod 4) costituiscono délie classi rispetto a Gt che non
hanno rappresentanti in (II').


