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SEZIONE SCIENTIFICA

BREVI NOTE

Prolungﬁbilith e ultraconvergenza delle serie di potenze.
Modulazione del margine delle lacune. IL.

Notfa di Giovann1 Riccr (a Milano)

Sunto. - Si illustrano con osservasioni complementari ¢ risultati di una
Nota precedente con lo stesso titolo e si ricava il teorema di FABRY-
PoLya dal secondo teorema. di OSTROWSKI. Si costruisce una classe di
serie -ultraconvergenti. Si introduce la nozione di «scarto relativo» fra
due successionti e si precisa un teorema di G. BOURlON riguardante
Uesistensza di serie di potenze ultraconvergenti lungo successioni as-
segnate.

1. La serie di potenze
f&) = Zoakz", (z=|2|e® = reiv)
k=
abbia raggio di convergenza 1 .e poniamo
n
fn(z): z ahzh'
k=0

In una recente Nota con lo stesso titolo (*) abbiamo richiamata
la proprietd della «modulazione» del margine delle lacune delle

() Vedere G. Ricci, Prolungabilite, e ultraconvergenza..., Rendiconti

di matematica (5), 14, 602-632 (1955). Vedere anche G. Riccr, Sulle serie

di potenze lacunari prolungabili e ultraconvergenti, Rendiconti Ace. Naz.
Lincei, (8), 18, 27-31 (1955).
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serie f(¢) ultraconvergenti; questa proprietd, segnalata in una
forma piu tenue da G. SzEGS, & naturale conseguenza del se-
condo teorema di A. OsTROWSKI, nella sua forma piu com-
pleta (vedi Teor. (0,*), n. 3); ma noi, nella Nota ricordata, ab-
biamo ottennto la modulazione come conseguenza di un teorema
di FABRY - P61 YA.

Nella presente Nota si riassume schematicamente la Nota pre-
cedente, si agginngono osservazioni complementari e si stabiliscono
due semplici teoremi riguardanti la costruzione di serie f(z) ultra-
convergenti e l’insieme delle successioni }m,{ lungo le quali si
verifica l'uliraconvergenza: in questo modo si viene a precisare
un teorema di G. BourIoN.

Occorre riprendere alcune definizioni.

2. Lacunarité (H. O.). - Denotiamo con A(f) Vordine di lacuna-
rita (H. 0.) (secondo HapaMARD-OstRowWsKkI) della serie f(z), ciod
V’estremo .superiore dei numeri non negativi 2 ai quali & possibile
coordinare una successione {p,, q,} di coppie di interi (p,, q,)
con le seguenti propriety:

NP <©=p:<¢=.., lminfg/p,=1-+2%;

#) lim sup | @, |Vm <1, (p,<m <gq,; h=1, 2 8,..) (per
m — — oo).

Se'A > 0 si dice che {p,, q,} & una successione di lacune (H. O.)

ai f(2).
In ogni caso @ 0 < A(f) < + oo : quando & A(f) >0 si dice che
serie f(2) & lacunare (H. O.).
Lacunarita (F. P.). - Conviene introdurre anche un altro tipo
di .lacunarith. Denotiamo con A*f) 1 ordine di lacunarita (F. P.)
(seAc'ondo‘ FABRY-P6LYA) della serie f(2), ciod 1’estremo superiore
dei numeri non negativi A* ai quali & possibile coordinare una
successione | p,* ¢,%! di coppie di interi (p,* g¢,*) con le seguenti
proprieta:

1

o

D pF<gFpF <g*< ..., liminfg¥p*=1+)\*;

) per h= 1, 2, 3, ... esiste w, tale che

.ph* é wy, é Qh*9 l A, !llw” — 13

ity & possibile scegliere fra gli interi m dell’insieme di
tratti p*<m < q,* (h=1, 2, 3,..), una successione parziale m, .,
My, My, .oy My, ... Per la quale sia kjm, — 0. e detti m, tutti gli
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interi m non appartenenti a questa successione parziale si abbia

Lim sup | @, |10 < 1 ().
My —> 00

Se 3 >0 si dice che {p,* ¢,*| & una successione di lacune F.
P) di f(2). ' '

In ogni caso & 0 << A*(f) < + oo: quando A*(f) >0 si dice che
la serie f(2) & lacunare (F. P.).

Prolungabilita e wltraconvergenza. — Si dice che la serie f(z) &
prolungabile quando sulla circonferenza di convergenza esiste
almeno un punto regolare (cio2 almeno un arco di regolarit).

Defta |mn,| una successione crescente di interi, una serie f(z)
prolungabile si dice wuliraconvergente lungo la successione fd?)
quando ad ogni punto { regolare della circonferenza |#|=1 si
pud coordinare un suo intorno completo U(Q)=(|z — ¢} <<p {)) nel
quale la successione f, (2) converge uniformemente.

Se f(z) & ultraconvergente lungo fnk(z) &, a maggior ragione,
ultraconvergente lungo una successione parziale di questa.

La scoperta brillante di A. OSTROWSKI consiste in questo che
la convergenza uniforme di f, (z) nell’intorno UE,) di un punto
regolare {, (|{,|=1) porta come conseguenza l’analogo comporta-
mento nell’intorno U({) di ogni altro punto regolare g, ciog porta
Y ultraconvergenza.

Notazioni. — Denotiamo con

8 Vinsieme delle serie f(2) prolungabili;

8, I"insieme delle serie f(z) (prolungabili e) ultraconvergenti
&,C98):

9 Pinsieme delle serie f(2) non prolungabili;

{ Py, 4,1 una successione di lacune (H. O.) di f(2);

A(f) Vordine di lacunarith (H. O.) di f(2);

L(x) il numero degli interi » < a appartenenti alle lacune
cioe p, <n <gq,, (h=1, 2, 3,..):

| Pt @,* | una successione di lacune (F. P.) di f(2);

A*¥(f) Y ordine di lacunarita (F. P.) di f(2).

3. I due teoremi di Ostrowski e il teorema di Fabry-Pélya. -
Ricordiamo qui i due teoremi di A. OsTrRoOWSKI: il primo (Teor. (0,))

(®) In G. Riccr, loe. cit. in (1) <« Prolungabilitd ...> pp. 605-606, «Sulle
serie..» p. 28 la definizione di | p,* q,*! e, in conseguenza, quella di
A*(f) sono lievemente diverse da quelle date qui (v4/pp*— 0 anziche
k/m; — 0); tuttavia si vede facilmente che le due diverse definizioni
di A*(f) conducono allo stesso valore.
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e il secondo nelle sue due forme (Teor. (0,), Teor. (0,%), delle
quali la seconda & piut raffinata (%).

TeorREMA (0,). - «Se & e A(f) > 0 allorafec§,. Detta {p,, ¢, !
una’ successione di lacune (H. O.), f(2) & ultrdconvergente lungo
la successione f,(?) dove m — + oo descrivendo la successione
pEm<g, (h=1, 2, 3,..)».

TEOREMA (0,). — « Se fmk(z) converge, per k — -+ oo, uniforme-
mente in un intorno |z —{|<<p di un punto { (necessariamente
regolare) della circonferenza |z|=1, allora A(}) >0, f€ &, ed esiste
una successione |p,, ¢,! di lacune (H. O.) contenente | m,|, cioe
P my, <q, (h="nEk) per k=1, 2, 3..)».

TreoreEMA (0,%). — « Nelle stesse ipotesi del Teorema (0,), si pud
determinare un numero 8> 1 tale che, se m — + oo lungo la
successione di interi m,/8 << m <m,8 & limsup | a,, [}/ <1 >.

B evidente che (0,%)=> (0,), poiché & possibile ricavare dalla
successione | m;/s, m;d| di tratti (eventualmente in parti sovrappo-
nentisi) una successione | p,, g, | di lacune (H. O.) ed & A(f) =3 — 1.

Nella Nota precedente (loc. cit. in (*)) abbiamo osservato che
il teorema di FABRY-P6LYA si pud enunciare nella forma seguente:

Teorema (F. P.). - « Se A*(f)> 0 allora &9 ».

4. Riassunte della Nota precedente. - Mediante la scelta
di esempi appropriati abbiamo dimostrato la seguente propo-
sizione :

TeoreEmMA I. — Prefissati arbitrariamente due numeri reali non
negativi 0 < A< + 00, 0A* <<+ oo (eventualmente infiniti)
esistono serie di potenze f(z) per le quali & simultaneamente
A(f) = A e A¥(f)=A*,

Senza fare wuso del Teor. (0,), ma seguendo il ragionamento
diretto classico, abbiamo dimostrato il seguente

(3) Per i Teoremi (0,) e (0,) vedere per es. A. OSTROWSKI, On Repre-
sentation of analytical Functions by power Series, Journ. London Math.
Soc. 1, 2561263 (1926), pp. 253-255; per i Teoremi (0y) e (0,%) vedere
A. OsTROWSKI, Uber eine Eigenschaft gewisser Potenereihen mit unendlich
vielen verschwindenden Koeffizienten, Sitzungsberichte Akad. d. Wiss. Ber-
lin 1921, 557-565; Uber Potenzreihen, die wberkonvergente Abschuittsfolgen
besitzen, Sitzungsberichte Akad. d. Wiss. Berlin 1923, 185-192. Vedere
anche P. Dienss, The Taylor Series, Oxford 1931, pp. 368-372; F. LoscH,
Liickensatz und Uberkonvergens ..., Math. Zeitsch. 86, (1933), pp. 202-262
(vedi pp. 241.247) ; G.. BourioN, Recherches sur Dultraconvergence, Annales
Ecole Norm. Supér. (3), 50, (1933), 245-318 (vedi pp. 257-276).
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TeoreEMA II. - Sia {p,| una successione crescente di interi p,,
tale che liminfp,, /o, > 1 ().

La serie di potenze

by ot 1 Ph
f@) =2 P =Sae, (P,,(z)= '_ﬁ(_g;f)!_, ¢ — ([9:72]»

2
¢ ultraconvergente lungo la successione degli interi m che appar-
tengono ai tratti

3 3
5 ol +3) <m < 5 ppaa(l — B), h=1, 2, 3,..)

dove 5>>0 @ scelto in guisa da avere (1-+8)/(1—3) < lim inf p,,,/p,-
Abbiamo dimostrato, servendoci dei due teoremi (0,) e (F. P.)
e senza fare uso del teorema (0,%), il seguente:

TeoreEMA IV. - Se f(2)c8&, e |p,, q,! & una successione di
lacune (H. O.) allora, esiste 8> 0 tale che {(1 —8)p,, (L+8)qg, | @
ancora una successione di lacune (H. O.) ¢®).

Questo teorema pone in evidenza la modulazione dei marglm
delle lacune (H. O.); d’altronde questa proprieta & immediata
conseguenza del Teor. (0,%), poiche (0,%)=> (AV).

La dimostrazione che abbiamo esposta del Teor. IV stabilisce
che (0,) + (F. P)=> (0,%). Si pud vedere con facilith che
(0,*)=> (F. P.), ciod:

TEOREMA. - Il Teorema (F. P.) (di FABRY-POLYA) & una con-
sequenza del secondo teorema di OsSTROWSKI wnella forma Teorema
(0,9.

DivosTrAZIONE. ~ Sia A¥(f) >0, ip* ¢,*! la successione di
lacune (F.P.), | m,} la successione degli interi m,, distinti dai w,.
Si consideri la funzione intera g(z) (ausiliaria classica) che si
annulla nei punti m, e la serie di potenze aasiliaria F(z2) =X a,g(n)z".

(4) In loc. cit. () p. 610 si trova Vipotesi pp4+,/pp — A>1, ma, senza
sostanziali cambiamenti nella dimostrazione, si pud sostituire a questa
ipotesi quella pitt ampia lim inf e, /o, =212 >1.

(3) Prendiamo l’occasione per segnalare qui una nostra omissione : nelle
due note citate in (1) « Prolungabilita ...» a pag. 624 e « Sulle serie..» a
pag. 30 & ricordato incompletamente il risultato di G. SzEGs, « Tscheby-
scheffsche Polynome ...», Math., Ann. 87, 90-11t (1922) (vedi in particolare A
pp. 109-111): infatti in G. Sze6o si trovavdimostrata la possibilitd di pas-
sare dalla successione di lacune (H. O.) | p,, g5} a una qualunque piu
ampia { p,—%, q,+ k| (k indipendente da k), ampliata sia a sinistra che
a destra, e quindi con W,(h) =k, W,(k) = k.
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Sia f(2) prolungabile; tale risulta anche F(z), che possiede una
successione di lacune (H. O.) costituita dal tratto maggiore dei
due (p,*, w,), (w,, ¢, (h=1, 2,..); dunque F(z) & ultraconver-
gente lungo la successione Fy,(2) con w,’=mw, =1 (uno dei due
per ogni h). Poiché |aw,|!!"» — 1 questo contraddice il teorema
(0s*); pertanto f(2) non & prolungabile.

Dal Teor. (0,*) si ricava facilmente che se f£&, e A(f) & finito
e | Py, g, & una successione di lacune (H. O.), allora & anche
lim sup q,/p, < 1 + A(f) (mai =1+ A(f)). Questa proposizione &
stata da mnoi ricavata dal Teor. IV.

Seguono dal Teor. (0,*) (0 anche dal Teor. IV) le due proprieta
segnalate nella Nota precedente:

Se A(f) & finito & lim sup L(x)/x < 1.

Se A(f)=+oco & liminf L(x)/x <1 (mentre potrebbe essere
anche lim sup L(z)/x = 1).

5. La successione |n,}’s. Scarto relativo fra due suecessioni.-
Fissata una successione crescente }#,} di interi #, e un numero
reale 3> 1, denotiamo con |, |5 .la successione crescente degli
interi u che verificano una (almeno) delle infinite disuguaglianze

N0 < u < m3, k=1, 2, 3,..).

Denotiamo con |n;{s la successione crescente complementare
di {#n,{s, cioé quella costituita da tutti e soli gli interi non appar-
tenenti a | n, 5. Pud avvenire che |n,{’s sia finita o vuota.

Se 1<<n <8 & {nlqCTingls, 015D Ingl 0.

Se ve|n,l’s esiste ¢ tale che n, <wv <m,,,; per il fatto che
v non appartiene a | n, {5 abbiamo

7S < v < ey, f3, n <V <<V < Mgy,

Questa osservazione ci dice che sussiste la relazione reciproca

Da {m, | Cingl's segue {n, | Cimyl's.

Se {m,;} e ! 7n;ls hanno al piu un numero finito di elementi
in comune, lo stesso accade per {n,| e | m,|s.

Diciamo scarto relativo fra due successioni |#n,}, Im, |, e si
denotera con A} mn,, m, |, Pestremo superiore dei numeri reali non
negativi 8 —1 tali che |m,|s e |-m,| hanno al pii un numero
finito di elementi in comune.

B evidente che Afm,, m, =0, Ajn,, m,| = Ajm,, n,|.
Se {m,} e |n,| hanno infiniti elementi in comune & Ajm,, n,}=0.
Posto (k) = Min | »;, — m, |, se u(k) = o(n,), allora A{m,, n,|{=0;
n

lo stesso si dica se lim inf p(k)/n, = 0.
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I1 Teor. (0,*) si pud enunciare nel modo seguente:

Sia £(z) wliraconvergente lungo fm,(z) e | w;| una successione tale che
}a,,,si“w*‘-—— 1. allora A{m,, wg}>0.

Il Teor. (F. P.) si pud enunciare nel modo seguente:

Esistano un numero 3 >1 e due successioni {my}| e | W} con le seguenti
proprietis: ‘

lilw

Do e | 1 2)  lim sup |a, [ <1

quando m — oo lungo la successione | my |;, prescindendo al pin da
una successione parziale | m* | contenuia in | my iy, e avente densita nulla:

3)  Almg, my)=0.

Allora f(z) non é prolungabile.
Quando A*(f) >0 esistono due successioni come |w;| e {m,{ e un
numero 3 > 1 pei quali si verificano le proprieta 1), 2), 8); e viceversa.

6. Una classe di serie ultraconvergenti. - Ci proponiamo di
assegnare una legge che consente di costrnire una ampia classe
di serie ultraconvergenti.

e o]
TrorEMA (A). - Sia on(z)= T bp,mz™ (=0, 1, 2, 3,..) una
. ° m=0 )
successione di funzioni ciascuna delle quali possieda le seguenti
proprieta :
(6.1) [ b4 n | =1, [ Du, o | = exp (— &[0 — m|e/ns—1)
(e> 0, « =1 indipendenti da m e n).

Sia |nx| wuna successione crescente di interi e |on | una suc
cessione di numeri complessi e poniamo

o .

(6.2 f2) :kEI c,,kcp,,k(z) :”EO a,z".
Se

{6.3) %1_1_11 il:op { €y e =1

e se la serie di funzioni
0
(6.4) P(2) = 751 Cny | <Pn,‘(1 —2)— %k(z) !
converge uniformemente in un completo imforno del pumnto z=—1,

allora la serie f(z) = X apz® ha raggio di convergenza maggiore di 1
oppure ha raggio di convergenza 1 e, in questo caso, & prolungabile
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e ultraconvergente lungo ogni successione |nxl|’s @ >1, quando
esista una effettiva successione illimitata per qualche 8 > 1).

DiMosTRAZIONE. — Lia dimostrazione si svolge con le seguenti
SempllCI osservazioni.

1°) Le serie 9n(z) convergono tutte per |z | < exp e (s > 0, indi-
pendente da m). Infatti, per m >n &

I n—m ]oc ( n \*/m\é—!

(6.5) B, |1 < exp (— & a—1 ) = eXPp 3 — e \1 — W) (;) %
e si vede che:

per « > 1, (mfn)>—1 — 4+ oo, |b,, . |'Im — 0, ¢,.(2) & intera;

per «=1, (m/n)*~1 =1, lim sup | b,, ,, |V < exp (—¢)
da cui 1’ asserto.

20) Per ogni 0 <n ¢, nel cerchio |z| < exp(—=) &
(6.6)  lon(2)| < Hexp(—vyn), (H=H, «; m), =1 «; 1) > 0).

Infatti
(o0}
9@ [ = 2 [ba, | [21"
m=0

[e2]

< X exp(—e¢|n — m|e/nr—1 — nm)
Tm=0

o)

% exp(.)+ X exp(.)=23 + Z,.
m=0 m=n+1

|

(6.7)

Veniamo a maggiorare separatamente X, e I,.

n 22
ZL:Z‘.eXp(——%s(l —m)—k'l]m )
m=0
I’ espressione $(f) =e¢(1 — #2419t 0 <n<e a=1) assume ik
suo valore minimo:
quando « =1 per =1 e il minimo & $y=n=1y,(s,; 1; 1) >0

quando « > 1 per t =1 — } n/(xe) |1 e il minimo &

af(a—1) 7 1j(a—1)
Yo=c¢ ) —l-n(l—o—; = %5 N=1,>0.

In ogni caso &

(6.8) E] __g Z exp (-—— ‘(l/n) = (’l’l; + 1) exp (_,_ Yl,n)
m=n
e}
6.9) <2 " exp (— nm) << H,(n) - exp (— =n)
Mm=nN-

H\(n) = 1/(1 — exp (—)).
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Dalla (6.7), in forza delle (6.8) e (6.9), otteniamo :
[9a(2) | < (0 + 1) - exp (— 1,1) + H\(n) - exp (— 2n).

Scegliendo 2y — min (y,, 1) e H(s, «; n) abbastanza grande ne
segue la (6.6).

(o2
3°) Per ogni 1> 0 la seriekﬁlcnk%k(z), (n, <n, <..), converge
uniformemente nel cerchio |z | é_exp (— 7).
Scegliamo 0 << o << v/2 (y =1(s, «; 7) del punto 2°); l’ipotesi (6.3)
ci da
(6.10) len] < Coexp(om), (C, indipendente da n)

e abbiamo, tenuto conto anche della (6.6):
> (o]
l~§-1| cn" | ' CP"'I»(z) | =—<— Co+ H(s, a; 7'))f-§1 exp!(c — LN

[ee)
= K(, «; ‘fl)kZlexp (— yn,/2).

Questa ultima serie & a termini indipendenti da z ed & con-

vergente ; per il criterio del confronto ne segue 1’ asserto.
4°) La serie f(z) = X anz® converge per |z| < 1. Infatti il teo-

rema della serie doppia di WBEIBRSTRASS, in conseguenza del
punto 3° ci assicura che, fissato B <1, f(¢) & il limite di una
successione di funzioni analitiche uniformemente convergente in
2] S R(< 1),

Osserviamo che I’espressione di a, &

[ee]
(6.11) a,= 2 ¢b, m=0, 1, 2...)
s=0

ed & una serie convergente per ogni % ; qui abbiamo posto ¢, = Cn,
per s=mn; e ¢,=0 per s==n, e conserveremo questa conveuzione
per il seguito.

5°) f(z) & regolare in z—=1; quindi £(2) & prolungabile. Infatti
f(#) & regolare in 2=20 e

o0
fl—2) =2 cugnd 9
¢ regolare in z=1; ma & per la (6.4)

fd —2) = f(e) + ¥(2)

e, per I'ipotesi sulla serie che in (6.4) definisce ®(z), questa fun-
zione & regolare in z=1: ne segue che anche f(?) & regolare in
z2=1.
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6°) Supponiamo che esista un 3,>> 1 tale che |n,}{’s, contenga
infiniti elementi e assumiamo 1 << 3 <C3,.

Per me {nkls, m — + oo & limsup|am|/m<1.
Essendo m €| n,}’s esiste v = v(m) tale che

3N, < M < Ny y4/0.

Poiche ¢, = 0 (almeno) per n, <#n <%,,,, risulta

8 m

? 57 ®
a,= 2 ¢b,,,= T cb,,,+ I ¢b
s=0 s=0 s=n, .,

6.12) =3 + 3,.

Veniamo a maggiorare 2, e 3, tenendo conto della (6.10) e
della seconda in (6.1).

LB B )+ byl < Co B exp|os — s(m — s)r/ma—1|.
s=0 s=0

Osserviamo che s <n, <m(3 e quindi &

(m — s)* s s\# 1\ I
GS—S-—;VL—;:T:WZ%GE—-E 1——;71; g—m,s 1—-‘5 ———GBS,

assumendo ¢ < &8 — 1)#/(2¥a+1) = ¢, risulta

6s — e(m — s)r/mr—1 < —em

e quindi
12156 _Z; exp (— ¢,m) = Con, €Xp (— &,m)
{6.13) < (Cy/8) m exp (—eym). -
' [oe) —
B S ezt 3 explos—Cm)
Ts=my L, S=Ry4q "

Osserviamo che s >, ,, > dm e quindi nell’esponente

(s — mys
GS—EW:S G —E

(1 — m/s)~ %

(mfs)>—1

il massimo, al variare della sola s, dell’espressione entro paren-
tesi | |, si ottiene quando /s & massimo e risulta mjs < 1/3;
dunque
(s —m) @—1)e
68 — ¢ a1 <s§<7—s—8 z
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e assumendo ¢ < =8 — 1)#/(20) = ¢, risulta

0
12,1 <C X . exp (—e;8) = Cy exp (— ;7,4 ) » By(s, 9)
s 1

:nv—,—
6.14) =X Cq + By(s, 3) exp (— eym/d).

Osserviamo che &, <¢/0 e quindi, per ¢ <C¢,, dalla (6.12) in
forza delle (6.13) e (6.14) otteniamo

la, | < Coinfd + By, d)|exp(—em)

e quindi lim sup | @, |Vm < exp (—¢,) <1, per m € |n, !5, m— oo,
7°) Per la proprietdh segnalata mel punto 6° e in forza del
co
Teor. (0,) la serie f(z) =X a,2" & ultraconvergente lungo la suc-
0

cessione f,.(2).
Il teorema & completamente dimostrato.

7. Ultraconvergenza lungo successioni assegnate. -~ Asse-
gnata una successione |my, |, esistono serie di potenze f(z) che
sono ultraconvergenti lungo fmh(z)?‘ G- Bouriox (°) ha dimostrato
in proposito un teorema che, mediante la nozione di scarto
relativo, pud essere enunciato nel modo seguente

«Se lo scarto relativo A}m,, m,!| fra le due successioni |, |
e {m,| & positivo, esistono serie di potenze f(z) = X @,2" che sono
ultraconvergenti lungo |m, | e non lo sono lungo | #n;} ».

Noi verremo a precisare qnesto teorema un poco di pit e
dimostreremo il

TeorEMA (B) (di G. BoURION). — Se |mn} & una successione
crescente di interi tale che esistano successioni | nx | aventi con essa
scarto relativo positivo (7)), cioé Almng, mp| >0, allora esistono_
serie di potenze f(z) = X ayz2 aventi raggio di convergenza 1 e ultra-
convergenti lungo tutte le successioni |'mp |5, con 8 << A {nx, mp}.

A questo teorema possiamo dare una forma piu precisa che,

denotando con |#,} la successione }m;|’s,, & la seguente:
TeorEMA (C). - Assegnata una qualunque successione |nxl,

(o]
esistono serie di potenze (z) =X ayz® che hanno raggio di conver-
0

8) Vedi G. BoURION, loc. cit. in (3) pp. 274-276.

) Questo significa che per un &,> 1 la successione {m,}{'s, non & né
vuota, né finita.
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genza 1 e che sono uliraconvergenti lungo tutte e sole le successions
{my | talé che A{mp, ng{ > 0.

DiMOSTRAZIONE. — Se per ogni & >0 Pinsieme |n,{s contiene
al pith wn numero finito di interi, 1’affermazione del teorema @
ovvia poiche A{m,, n,{ =0 per ogni |m,| e d altronde la serie
22z mnon & ultraconvergente lungo alcuna successione, in forza

k
del Teor. (0,) che richiede la struttura lacunare.

Esista un 8, > 0 tale che |un,}’s, contenga infiniti elementi:
ci proponiamo di costruire f(2) e a questo scopo applicheremo il
Teorema (A) (n. 6).

1) Scelta della successione | ou(z)l . ~ Ad ogni =, sostituiamo

il minimo multiplo di 3 non inferiore a #, e conserviamo, nella
successione cosl oftenuta, una sola volta i multipli di 3 eventual-
mente ripetuti: si ottiene una nuova successione crescente .| n;|.

Per ogni jm,| & Aim,, n,|=A7Alm,, w’{}; infatti, per ogni
n<® & | N, |, definitivamente contenuta in [,/ }s ed & |n |,
definitivamente contenuta in }n,|s.

Continuiamo a denotare con {#,}{ la successione {#,’} e poniamo
n, = 3r,. Si consideri il polinomio (di grado 4r)

92,
(7.1) 7 =Pu@=iat—2: () (n =3r)
= 42" b"i T"z’n
m=2r

i cui coefficienti si susseguono coi segni alternati:

27 2r
bmm:("—l) (m-2r)'<r)’ bn,n:(—'l)

(7.2)
(w=38r; 2r <m < 4r).

29) L’4potesi (6.1) & verificata con o= 2.

Poniamo u = |n —m|=|3r —m|, allora & u <7 e
2r 27 rir!
“3) e i e e )

rr —1)..(r —u—+1) ( r )u

=(r+u)(r+u—1)...(r+1) T4 u
Sia 0 <y <<1/2 e yr <u <, allora (poiche m/u > 2r[r = 2)
[om,m | = A+
log | b, m| < —log(l+ 1Y) u << —yu/2

Yy m u? u* 3y |[m—m]?
Su m="V'up= " &° n

(7.4) = —
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Consideriamo adesso i piccoli valori di u, cioe 0 <<u <yr e
poniamo # =t (0 <<t < v): la formula di SriRLING

1 =
log (r)=rlogr—r +5logr + log V2r +q,, (s, 1/(127)

applicata all’espressione in (7.3) ci da

2

. 1 u
log‘bn’mi=-——7——@é—..‘uélog(l—lr—z)-—kcr,“,

con ¢, ,=—1{ 6r(1 — ) | + 6/(6407%) <O ([0]| <1, 1/r <t <1y),
per v abbastanza grande; si deduce che per # abbastanza grande
(cioé per » abbastanza grande) &

u* 1
log|b",m|<—7——§log(1—r’).

Bssendo 0 <t <{y<1/2 si ottiene immediatamente la maggio-
razione

1 . 7 . Tut
_élog(1—1~)<ﬁr = {53’
e pertanto
u? 7 u? Su?
log | by, ,, | <<— 731—@%<_§”=“2—n
— ?
(.5) ., | < exp (_L”_n’ﬁl)

Scegliendo ¢ < 3y/4 e abbastanza piccolo, possiamo, in forza
di (7.4) e (7.5), rendere valida la (6.1) con « =2 e r> 0.

3°) Scelta dei coefficienti c¢n. — La funzione f(2) risultera defi-
nita non appena avremo scelta la successione }c,}; poiche le
funzioni ¢,(?) sono i polinomi (7.1), 1’ espressione (6.11) del coeffi-
ciente @, € la somma finita

Ay, = 2 C,,b,,, "
n=n .
Smj4=n=3m/2
nella quale n = 3r appartiene a %, e, poich® il grado m dei sin-
goli termini di ¢.(¢) = P,(2) verifica la limitazione 2r <m < 4r
(vedi (7.1)) cioe 2n/3 < m < 4n/3, la somma che da «, & estesa
all’indice % che percorre, in |%,}, I'intervallo 3m/4 < n << 3m/2.
Dalla (7-2) si ricava che b,,,, ha il segno (— 1), indipendente da =,
e quindi, assumendo ¢, =1 (k=1, 2, 3,..), abbiamo a, =2%b

nrm:?*

| a,|=21|b,,,, |. Pei valori m =u,, nella somma figura il termine
ng che ha modulo 1 e si ricava:
| ank l g I bnk, ”k | 1' (k = 1: 2! 3: ")'



452 GIOVANNI RICCT

La serie f(z) assegnata da (6.2) ha raggio di convergenza 1.
4°) Per la scelta di 9,.(2) fissata in (7.1) & ¢,(1 —2) =09,(2) e
pertanto la funzione ®(z) definita in (6.4) é identicanente nulla.
Tutte le ipotesi del Teorema (A) sono verificate e quindi la
funzione

[e o] [e0]
f(z) = Icél(:ﬂkt?nk(Z) :kzzl an‘P4rk(z)’ (nlr = 3,"7)

= X a.?",

ha lo sviluppo del TavrLor ultraconvergente lungo ogni succes-
sione {n,{s, per ogni 3 scelto nell’intervallo 1 <3 <3,.
5°) Ci rimane da dimostrare che 1’ultraconvergenza si ha

soltanto lungo successioni contenute definitivamente in qualche
jn, 1's, cioé che l’ultraconvergenza mon si presenta lungo {m, |
se Al n,, m, |} =0.

Sia A{n,, m, | =0 e f(z) ultraconvergente lungo | ny, |; allora,
in forza del Teor. (0,%) (n. 3) & possibile determinare tre numert
1>1, p <1, e h, tali che si abbia

@, Mo <p, per my/n<<v<wmyn (h=hy, hy+1,..).

Ma l'ipotesi A{n,, m,| =0 significa che esiste una successione
{n'{ parziale di {m,| e una successione {m’| parziale di }m, |
tali che m'[n <n’ <m'™ e d’altronde per il modo come abbiamo
costruita f(2) & |a.|=1 (vedi (7.6)) e non pud essere verificata
la disuguaglianza | @, |'/% <<p per infiniti »’. Si giunge all’assurdo
e il Teor. (C) risulta completamente dimostrato.



