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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

Àlcune osseryazioni sulla teoria délia divisibilità.

Nota di FBA^TCESCO CECIONI (a Pisa)

Suuto. - È contenuto nel n. 1.

Preraesse.

1, La teoria délia divisibilità dei polinomi in più variabili
viene trattata usando fin da principio il cpncetto di polinomio
irriducibile, in modo quindi che dipende dal campo sul quale i
polinomi vogliono considerarsi. Ed anche Ie condizioni generali di
validità della teoria ordinaria délia divisibilité vengono sintetiz-
zate nel fatto che il campo d'integrità sia a fattorizzazione unica,
ponendo quindi in primo piano il concetto di elemento primo (in-
decomponibile).

Le osservazioni che qui mi permetto di esporre sono sorte dal
proposito di trattare, invece, in modo indipendente dal concetto di
elemento primo tutte quelle propriété di divisibilità che nel fatto
non ne dipendono, dividendo cosï la teoria in due parti: la prima
parte che contiene le proprietà che non dipendono dal concetto di
elemento primo; la seconda che contiene quelle che ne dipendono
essenzialmente.

Questa trattazione sembra più opportuna anche perché, corne
sarà visto, esistono campi di integrità nei quali vale la prima
parte della teoria, ma non la seconda.

Lo scopo viene raggiunto mediante la semplice osservazione
del n. 5 a), e, per quanto riguarda i polinomi, con lo studio di
questi su un campo di integrità, basato sul noto teorema di GTATTSS,

la dimostrazione del quale viene opportunamente modificata con-
formemente allo scopo.

Mi permetto notare che Ie presenti osservazioni sono state da
me esposte da vari anni nei Corsi di Matematiche Complementari
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all'Université di Pisa; anzi, eccetto quelle dei nn. 20, 21, 22, esse
si trovano in miei Corsi litografati degli anni 1988-89 e 1942-43,
Corsi citati dall'amico Gr. ASCOLI, che ringrazio cordialmente (*).

2. È opportuno, considerato lo scopo sostanzialmente didattico
di questo articolo (e ciö spiega qualche lungaggine che vi com-
pare), richiamare sommariamente i concetti di campo (field) e di
campo di integrità. Bssi saranno richiamati, per comodità, in modo
logicamente sovrabbondante : in qualsiasi testo, che tratti di alge-
bra moderna, possono troyarsi questi concetti definiti mediante Ie
loro proprietà logicamente indipendenti.

TIn campo è un insieme di elementi tali che:

1. - È definita una relazione che ha per soggetto due ele-
menti qualisivogliono del campo, e che, per due elementi deter-
minati, puö essere yerificata o no ; essa è riflessiva, simmetrica,
transitiva. Questa relazione è chiamata eguaglianza. Esistono nel
oampo almeno due elementi diseguali.

2. - Sono definite due operazioni uniyoche, dette rispettiya-
mente addizione e moltipMcazione, ciascuna delle quali applicata
ad un insieme qualunque (finito) di elementi del campo dà un
elemento del campo, detto rispettiyamente somma e prodotto.
Somme Iprodotti) di elementi rispettiyamente eguali sono eguali.
]je due operazioni godono delle solite proprietà formali : ciascuna è
associativa e commutatiya; la moltiplicazione è distributiya rispetto
air addizione.

3. - Esistono, uniyocamente determinati, due elementi, zero
ed uno, con Ie solite proprietà:

x~\-Q = x , x • l = o; , x * 0 = 0 per ogni x del campo ;
da ax = 0 , a 4= 0, segue x = 0.

4. - Esiste ed è unica la differenza a — b} essendo a e b due
elementi qualunque del campo. Definito — a = 0 — a, ne risulta
— a = (— 1) • a, e si hanno tutti gli usi formali del segno —, pur
potendo non esservi una distinzione di elementi positiyi e negatiyi.

5. - Esiste ed è unico il quoziente T , essendo a e b due ele-

menti qualunqe del campo, e b =j= 0.
Un campo di integrità è un insieme di elementi che soddisfa

aile condizioni 1} 2, 3, 4 corne sopra, ma inyece délia 5 è sod-
disfatta l 'altra:

(*) Cfr, le pregevolissime Lezioni di Matematiche Complementart di
G. ASCOLI Fasc. I I (Ed. Gheroni, Torino, 1954).
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5*. - Non per tutte Ie coppie di elemenfci a, 6 (&=j=0) esiste

il quoziente v ; quando esiste è perö unico.

Iirvece di « campo di integrità » si suole anche dire, « dominia
d'integrità ». È da notare perö clie si suol dare a questo concetto
un contenuto diyerso : la condizione 5 viene senz' altro soppressa,.
e non sostituita con la sua negazione 5j ; si lascia cioè indecisa
la esistenza del quoziente. Con ciö i campi di integrità possono
essere anche campi. Ma perché la teoria délia divisibilità abbia
significato, occorre che non si tratti di campi. Perciö adotterö una
nomenclatura proposta, yerbalmente, dallo ZAPPA: dareilnome di
dominio di integrità (corne si fa comunemente) ad un insieme che
soddisfi alle condizioni 1, % 3, 4 di sopra, lasciando indecisa T esi-
stenza del quoziente; e chiamare campo di integrità un dominio
d'integrità nel quale valga la 54, cioè nel quale il quoziente non
sempre esista, come appunto è stato detto sopra. Con ciö i domini
di integrità si ripartiscono in due tipi : campi, e campi d'integrità.
In questo artico]o saranno sempre considerati campi di integrità,
nel senso ora dichiarato.

È ben noto che un dominio d'integrità finito è un campo.
Infatti, se a0 = 0, a l5 a2, ..., an sono i suoi elementi, i prodotti
a^a09 axal^ ..., atan (i=j=0) sono tutti distinti (propr. 3); essi sono
perciö eguali rispettivamente (anche se non ordinatamente) agli

elementi a0, al, ..., an; esistono quindi tutti i quozienti — (r = Q>

1, .„, n). Dunque:
Un campo d'integrifà (nel senso detto) contiene infiniti elementi.
È noto anche che ogni campo di integrità I è contenuto in

(almeno) un campo C, nel senso che esiste in C un sottoinsieme
isomorfo aritmeticamente ad I (]). È anzi univocamente determi-
natu, a meno di un isomorfismo aritmetico, il minimo campo che
contiene J. Bsso si ottiene considerando Ie coppie (a, 6), con 6 =|= 0,
degli elementi di I, e definendo per esse una relazione (di egua-
glianza) ed un calcolo, nel medesimo modo col quale dagli ordinari
numeri interi si passa alle frazioni, col metodo appunto deUe coppie.

Si noti infine che la condizione della esistenza della differenza
(cond. 4a di sopra) non sarà adoperata nelle considerazioni gewerali
sulla teoria della divisibilità. Essa occorrerà solo nelle considéra-
zioni riguardanti i polinomi.

(*) Si suole dire comunemente come è scritto sopra. Non mi sembra
perö che TÏ sia contraddizione logica a pensare gli elementi del detto sot-
tinsieme addirittura identici agli elementi di J. Î on ritengo, comunque,
anche perché irrileTante allo scopo, insistere su ciö.



ALCUNE OSSERVAZIONI STJLLA TEORIA DELLA DIVISIBILITÉ 385

La teoria délia divisibilité ordinaria.

3. La teoria délia divisibilità per i numeri interi (razionali) si
syolge partendo dal processo di ETJCLIDE per la ricerca del m. c. d..
Da esso segue che il m.cd. di due numeri a, 6, che sarà indicato
con D(a, 6), è diviso da tutti i divisori comuni di a e 6, e che èr

per qualunque intero fc, D(ka, kb) = kD{a, b). Nel seguito della
teoria il processo di ETJCLIDE nou è più adoperato (2).

Ora la seconda délie proprietà enunciate è conseguenza della
prima (n. 5 a); non è perciö necessario dedurla dal processo di
ETJCLIDE. E la prima si assume, corne è noto, corne definizione
del m.cd . , quando si opera in un campo di integrità qualsiasû
Appare perciö opportuno, tenendo presenti anche Ie osservazioni
fatte al n. 1? prospettare Ie condizioni necessarie e sufficienti sotto
Ie quali in un campo di integrità vale la ordinaria teoria della
divisibilità, ed organizzare tale teoria, nel modo appunto che ora
sarà esposto, senza presupporre dunque, in particolare, la validità
del procedimento di ETJCLIDE, nè di alcun procedimento analogo.

Tale modo rende possibile, ad es., una trattazione particolar-
mente semplice, almeno dal punto di vista logico, della teoria della
divisibilità dei polinomi in più variabili, corne sarà visto dopo,

4. Consideriamo un qualsiasi campo di integrità; i suoi elementi
(a> 6, ..., m, ...) potremo anche chiamarli numeri (o numeri interi).
Non essendo possibile sempre la divisione (anche se il divisore è
diverso da zero), nasce il problema della divisibilité. Le propriété
formait della divisibilità (se m divide a e 6, divide a + b; se m
divide a, divide ab ; ecc.) sono conseguenze délie propriété formali
délie operazioni, e valgono perciö in ogni campo di integrità.

Si noti anche che se ftm(4=0) divide kn, m divide n. Si ha in-
fatti kn = kmq, e, per le propr. 3 e 4 dei campi di integrità (n. 2)
e per le proprietà formali, k(n — mq) = 0, n — mq. Viceversa, se-
m divide n, km divide kn (k =f= 0).

È noto che Vunità puö avere, nel campo, divisori diversi da
essa (ad es., — 1 nel campo degli ordinari numeri interi relativi) ;
i divisori delVunità (diversi da essa) si chiamano le unità secon*
darie del campo. Sono ben note, e si dimostrano subito, le seguenti

(2) Esso puö adoperarsi per dimostrare che, se è B{a} b) = b, Y eqna-
zione ax 4- by = S è risolubile in numeri intevi. Ma questo teorema è da
riguardarsi appartenente alPanalisi indeterminata piuttosto che alla teoria
della divisibilità; esso infatti non vale ad es. (IK 18) per i polinomi in più
variabili, pei quali valgono perö tutti i teoremi della ordinaria teoria
della divisibilità.
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propriété ; il numero inverso di una unità è pure una unità ; il
prodotto e il quoziente di due unità sono ancora unità.

Due elementi del campo si dicono assodati quando differiscono
per un fattore unità. È noto, e si dimostra subito, che condizione
necessaria e sufficiente perché due elementi siano associât! è che

i siano l'uno divisibile per V altro. Si ha pure che: se a è divi-
per 6, ogni associato ad a è divisibile per ogni associato a

b, Ed anche: se è m = a&c..., e si sostituisce ad ogni fattore un
associato, il nuovo prodotto è associato ad m.

Insomma nel fatto délia divisibilità e nella scomposizione in
fattori, due numeri assodati non vanno considerati corne essenzial-
mente distinti, cioè ogni numero va considerato a meno di un fat-
tore unità (arbitrario o opportuno).

5. Def. - Chiamasi massimo comune divisore di due, o più,
-elementi di un campo di integrità un elemento del campo che divide
tutti gli elementi considerati ed è diviso da tutti i loro divisori
eomuni,

II m. c. d. di più elementi, ove esista, è unico (a meno di un f at-
iore unità). Se infatti Sj e S2 sono due tali m. c.d., ox divide S2 e
£g diyide Sx (per la def. di sopra), e quindi 8] e 3S sono associati.

Quando in un campo d'integrità accade che due elementi qua-
lunque del cainpo; non ambedue nulli, ammettono il m. c. d., diremo
forevemente che nel campo esiste il m.c.d..

TEOBEMA I. - Gondizione necessaria e sufficiente perché in un
-campo di integrità valga tutte la prima parte délia teoria délia
divisibilità ordinaria (cioè tutta la parte indipendente dal concetto
di elemento primo), è che esista nel campo il m.c.d.

Sarà precisato maggiormente che cosa ya inteso con « prima
parte délia teoria délia divisibilità ordinaria ».

La condizione è intanto, manifestamente, necessaria. Dimostria-
mone la sufficienza. Dimostriamo perciö che dalla ipotesi délia
-esistenza del m.c.d. di due elementi qualunque seguono successi-
vamente le propriété appresso indicate.

a) Si ha (con a 4=0, 6=^0, k=^Qr del resto qualunquesiano)

kb) = kD{a, b).

Il m.c,d. di ka e kb è divisibile per k (per la def.); poniamo

{2) D(ka, kb) = kd' e D(a, b) = d.

Ora, kdr divide ka e kb; quindi d' diyide a e b (n. 4), e quindi,
per la def. di m. c.dM d' divide d.
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D'altra parte d divide a e 6; quindi kd diyide ka e kb (n. 4),
e perciö diyide anche kd''; allora d divide d'.

Dunque d e d' si dividono mutuamente, e perciö (n. 4) differi-
scono per un fattore unità; dalle (2) segue allora la (l).

Da questa segue poi che se h è un divisore comune di a e 6,
si ha

D(a, b)

b) Se m divide il prodotto ab ; ed è D(m, a) = 1, m divide b.
Vale la ben nota dimostrazione : D(w&, ab) = b ; m divide mb

ed ab\ quindi diyide 6. E questo, come è noto, il teorema base
délia ordinaria divisibilité.

c) Se un numero m è primo con dascun fattore di un pro-
dotto abc. . . , è primo col prodotto. E viceversa.

1° • Se fosse D[m, abc ...) = 8 ^ 1 , 8, dividendo m, dovrebbe
essere primo con a, con 6, con c, ... per l ' ipotesi; allora, per 6), S
dovrebbe dividere bc..., e quindi dovrebbe dividere c . . . . E cosï di
seguito ; si cade in contraddizione.

2° • Se m non fosse primo, ad es., con a, i divisori (diversi
dell 'unità) comuni ad m e ad a dividerebbero m ed abc...

d) Se ogni ax(i = 1, 2 ... r) è primo con ogni h$(j = 1, 2 ... s),
il prodotto axa2 ... a r è primo con bjbg ... b s . E viceversa. L a pr ima
parte si ottiene applicando r ipetutamente c); la seconda si ott iene
corne la seconda parte di sopra.

e) Se è D(a, b) = 1, è anche D(ar, b») = 1.

f) Se ~N è divisibile per dascun ax(i — 1, 2 ... r), e questi sono
primi tra loro due a due, N è divisibile per a ^ ... a r .

Infat t i : N~axq\ aif per 6), divide g ; iV = axa^ = ( ^ A ) ? ' J e

oosi di seguito.
Def. - Chiamasi minimo comune multiple (m. cm) di due o

più elementi a; b, c ... (non nulli) di un campo di integrità un ele*
mento del campo che è multiplo di tutti questi elementi, e del quale
è multiplo ogni multiplo comune degli elementi stessi. Sarà indicato
con M(a, 6, c ...), e sarà sottinteso che nessuno dei n u m e r i a, 6, c ...
sia zero. M(a, 6, c ...), ove esista, è unico (a meno di u n fattore
unità); ciö si dimostra come per il m.c .d . . L 'es is tenza e le pro-
prietà seguono délie propriété di sopra, come ora vediamo.

g) Esiste M(a, b), ed è dato da =^r(—T-, . Vale la ben nota di-

mostrazione qui riassunta. Sia m un multiplo comune qualsiasi

di a e b, e poniamo S = D[a9 &). Si ha m = aqÏJ nt = bq2, a = §al,
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b = Sa2, D[ai, a2) = 1 ; quindi M = Sa,g1 = Saag2, a^ = a%qt, e (per
6) qx = a^q, onde m = S a ^ := Stî a,*?, cioè m multiplo di ZaYa%. Ma è

Saaa2^=-r- = a^ — ft-*., cioè taxat è multiplo conrnne di a e b. Ne

segue r asserto.
E si hanno le propriété

h) Esistenza e propriété del m. c. d. e del m. c. m. di più di due
elementi. Dimostrazione nel modo noto.

Cosï il TEOK. I è dimostrato. La « prima parte della teoria.
della divisibilità », cioè la parte indipendente dal concetto di
« numero primo » (ossia indecomponibile), è costituita dal com-
plesso délie propriété, elencate (e, naturalmente, da quelle che
seguono da esse e dalle proprietà generali dei campi di mtegrità).

6. Diremo che un campo d'intégrité e a scomposizione Mmitata
quando ogni elemento (non nullo) del campo è scomponibile nel
prodotto di un numero finito di fattori primi, cioè indecomponibili
nel campo. S'intende (v. a* 4) che gli eyentuali fattori unità non
vanno contati nel numero dei fattori; cosi se p è primo, ed è
p = ab, uno dei due fattori a o b sarà un' unità, e 1' altro sarà as*
sociato a p.

TEOREMA I I . - Condizione necessaria e suffidente perché in un
campo di intégrité, nel quale esiste il m- c. d., valga anche la se-
conda parte della teoria della divisibilité ordinaria (cioè la parte
dipendente essenzialmente dal concetto di elemento primo), è che
il campo sia a scomposizione limitata.

La nécessita è chiara. Per la sufficienza si noti che due ele-
menti primi diversi (e cioè non associati) sono primi tra loro;
allora dal n. 5 b) segue immediatamente V unicité della scomposi-
zione di un elemento qualunque in un prodotto di elementi primi ;
taie unicità, s'intende (v. n. 4), sussiste a meno della sostituzione
dei fattori con fattori associati, e della introduzione di fattori
unità. Dali'unicità della scomposizione segue immediatamente il
criterio generale di divisibilità di un numero per un altro, dedotto
dalla scomposizione in fattori primi; e quindi la formazione del
m. c* d. e del m. c. m. mediante la scomposizione in fattori primi;
ecc.. B questa è appunto la seconda parte della teoria della divi-
sibilità ordinaria.
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7. Segue da quanto sopra che la condiaione necessaria e suffi-
ciente perche in un campo di integrità Taïga tutta la teoria délia
divisibilité ordinaria è che in esso valgano insieme le due propriété :

la Esistenza del m. c. d.

2a Scomponibilità Mmitata.

È immediatamente chiaro che queste due condizioni possono
sintetizzarsi, corne spesso viene fatto, nelP unica:

II campo sia a scomposizione (o fattorizzazione) unica,
Questo enunciato sintetico non permette perö di analizzare la

portata separata délie condizioni la e 2a di sopra (cfr. n. 1 e n. 20).

8. È opportuno anche ricordare quanto segue. La yalidità del
procedimento di ETTCLIDE (O di un procedimento analogo) per la
ricerca del m. c. d. non è dunque (corne è ben noto) condizione neces-
saria perché valga la teoria délia divisibilité. B pure ben noto che
quando in un campo di integrità I un taie procedimento vale,
allora è risolubile nel campo I l'equazione di analisi indetermi-
nata (n. 3, nota (x))

(1) ax + by = D{a, b),

qualunque siano a e b in I.
Si consideri ora un campo dJ integrità I e un altro campo

d'integrità Jx più ampio, che contenga I. Se a e 6 sono elementi
di I, ed è § = D(a, b) in I, ciö non sarà vero in generale in Ir ;
puö darsi anche che in I1 il D(a. b) non esista (3). Ma se in I esi-
stono due elementi se, y che verificano la (1), allora è S = D(a, b)
anche in Ix (v. 1. c.) ; infatti ogni divisore comune ad a e b in Ix

divide B, per la (1).
Insomma il m. c. d. di due elementi a, b non è, in generale,

invariante rispetto al campo di integrità nel quale i due elementi
possono essere considerati. Ma se in un campo d'integrità I esiste
il m. c. d., ed inoltre l'equazione (1) è sempre risolubile (in parti-
colare, dunque, se vale un procedimento di EUCLIDE), allora il m*
€. d. di due elementi quaïunque di I rimane lo stesso (a meno dei
fattori unità) in qualunque campo d'integrità Ix che contenga I.

Polinomi in una indeterminata su un campo di integrità.

9. • Consideriamo dapprima un campo.
La classe dei polinomi in una indeterminata costruiti su un

(3) A. A. ALBERT, Modem higher Algebra, Cambridge, University presse,
1938, p. 31.
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campo (cioè aventi i coefficient in taie campo) costituisce un
campo d'tntegrità.

La cosa è ben nota, e di immediata dimostrazione. Ya ricordato
perö che se il campo è finito (cioè costituito da un numero finito
di elementi), i polinomi su esso vanno considerati esclusivamente
secondo il concetto for maie; se invece il campo è infinito, possono
essere considerati indifferentemente sia secondo il concetto formais
che secondo quello funzionale.

Questa avvertenza si riferisce non solo airenunciato di sopra^
ma a tutta la teoria dei polinomi. La ragione délia distinzione
indicata tra il caso del campo finito e quello del campo infinito
risiede nel principio di identità^ che domina tutta la teoria dei
polinomi, e dal quale dipende anche il fatto sopra enunciato,

Secondo il concetto formate, il principio di identità ë Tero per
definizione.

Secondo il concetto funzionaie, occorre distinguere: Se il campo
è infinito, il principio di identità dei polinomi è un teorema che
si dimostra, per qualunque campo, nel modo solito, ad es. mediante
il teorema di KRAMER. Ma se il campo è finito, il teorema di
identità dei polinomi è falso ; ad es., se n è il numero degli ele-
menti del campo, ogni elemento soddisfa ail' equazione xn — x = 0.
Bd è f also pure il fatto sopra eminciato ; non vale, ad es., il teo-
rema di annullamento del prodotto dei polinomi : x{xn~x — 1)^0*

Le unità del campo di integrità, costituito dai polinomi (in una
indeterminata) su un campo C, sono, corne si vede subito, gli ele-
menti di C pensati corne polinomi di grado zero.

10. Nel campo di integrità^ costituito dai polinomi in una inde-
terminata su un campo, vale tutta la teoria délia divisibilità ordi-
naria ; vale anzi il procedimento di EUCLIDE, La cosa è ben nota.

I polinomi su un campo C sono anche polinomi su qualunque
altro campo Ĉ  che contenga il primo. Si noti al riguardo quanta
segue. Valendo il procedimento di BTJCDIDE, il m. c. d. di più poli-
nomi si détermina razionalmente mediante i coefficienti dei poli-
nomi stessi; esso puö essere poi moltiplicato per un elemento
arbitrario, rispettivamente di C o di C,, cioè per una unità del
corrispondente campo di polinomi; e non vi è alcuna altra inde-
terminazione che questa. Ma il m. c. d. va considerato appunto a
meno di un taie moltiplicatore ; dunque il m. c. d. di più polinomi
non dipende dal campo nel quale i polinomi possono essere con-
siderati; e con esso non ne dipende il fatto che più polinomi
siano o non siano primi tra loro, e non ne dipende l'applicazione
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della prima parte della teoria della divisibilité. Ne dipende invece
F applicazione della seconda parte.

11. Dobbiamo ora considerare la classe dei polinomi in una in-
determinata costruiti su un campo d' intégrité (anzichè su un campo).

Sia I un campo di integrità ; chiamiamo B il campo minimo
che contiene 1 (n. 2). Consideriamo la classe dei polinomi (in una
indeterminata) su 1, che chiameremo P^; e consideriamo insieme
la classe dei polinomi (in una indeterminata) su R, che chiame-
remo PE ; la classe P 7 è contenuta in PR ; i P z sono i PR « coi
coefficienti interi». ISTella classe dei polinomi PR vale il teorema
di identité dei polinomi, perche B (come I; v. n. 2) è infinito
(v. n. 9); perciö tale teorema vale anche per i polinomi P / t Dun-
que (n. 9) tanto i polinomi di P 7 come quelli di PR possono essere
considerati indifferentemente secondo il concetto formale o secondo
quello f unzionale ; diremo perciö indifferentemente « indetermi-
nata » o « variabile ». È ben noto> e si vede subito (cfr. n. 9), che

I polinomi in una variabile su un campo d'intégrité (cioè i
polinomi Pj) costituiscono un campo d'integrità.

Dobbiamo studiare la teoria della divisibilité in tale campo
Pjr\ essa è legata, come è chiaro, alla divisibilité nel campo I.
Le unità del campo d'integrità P f sono, come si vede subito, le-
unità di I, pensate come polinomi di grado zero,

12. Ammettiamo che nel campo I esista il m. c. d. (non occorrer

dunque, che valga la seconda parte della teoria della divisibilità).
Consideriamo un polinomio f(x) su I, cioè della classe P x ; si

chiama divisore del polinomio f(x) il m> c. d* dei suoi coefficienti.
Un polinomio su I si dice primitivo quando ha il divisore 1.

Un polinomio f(x) di Pj che abbia il divisore cp puö dunque
mettersi nella forma

f{x) =

con <p numero di I e fx(x) polinomio di P x primitivo.
Un polinomio f(x) di P R puö mettersi nella forma

con a e 8 numeri di I e fx(x) polinomio di P f primitivo. Basta
ridurre i coefficienti di f{x) ad un comune denominatore, portare
questo in evidenza, e applicare poi 1' osservazione précédente. È
chiaro che a e p possono supporsi primi tra loro.

Dimostriamo ora i tre noti teoremi di (XATTSS, che qui vengono-
dimostrati sotto la sola ipotesi della esistenza del m. c. d. in L
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13. TEOREMA. I {di GTATJSS). - Se in un campo d'integrità I esi-
ste il m.c.d., il prodotto di due polinomi su I primitivi è pure
primitivo.

Siano

f(x) = a0 -+- a,x ~h ... -f- anx
n , g(x) = &0 + bxx -h ... -h bmxm

i due polinomi, e poniamo

f{x)g(x) = co-h cxx -*- ... -h cw+nacfB+n.
Sarà

c0 =• ao6o

c3 = ao63 + ax62 H- afix -+- a,60

È chiara la legge di formazione délie successive colonne.
Dimostriamo il teorema per assurdo. c0, Cj ... clit+n abbiano un ni.
c d . diverso da 1. Consideriamo i numeri c0, clt ..., cwl+M, a0 : puö
darsi che anch' essi abbiano un m. c. d. diverso da 1 ; consideriamo
allora c0, c1} ..., cm+n, a0, ax : puö darsi che anch'essi abbiano un
m. c. d. diverso da 1; ma ciö non potrà accadere fino all'insieme
£0, cl5 ..., cm+TC, a0. ..., an, perché f(x) è primitivo. Dovrà dunque
accadere che sia, ad es., per fissare le idee :

d) £(c0. o1} ..., cm+u9 a0, a1) = 8 4=l
D(cOi clt ..., cw+fl) aOî a1? at) = l ; e quindi

(2) D(§, a,) - 1.

Guardiamo allora, nel quadro di sopra, la 3a colonna dei ter-
mini dei secondi membri ; cominciamo dal 1° termine a2&0 di que-
sta colonna ; dalla 3a riga del quadro, per (1), risulta che S divide
a2b0; quindi, per (2), S divide &0. Ma allora, passando alla successiva
riga (la 4a), risulta che S divide attbl, e. per (2), S divide 6,. Cosï
continuando, risulta che S divide tutti i coefficient! 60, 61} »., 6OTJ

il che è contro Pipotesi.
COHOIJIJARIO. - Se in un campo & intégrité, I esiste il m. c. d., il

divisore del prodotto di due polinomi su 1 è il prodotto dei divisori
dei fattori.
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Yale la dim. ordinaria. Sia f(x)g(x) = l(x)] con Ie notazioni ed
osservazioni del n. 12. poniamo f(x) = yffa), flf(^) — Yf/ifa)» Kx) —
= XZj(sc) ; avremo

Poichè il prodotto f^xjg^x) è primitivo (TEOR. I), risulta cpy
divisore del primo membro, \ divisore del secondo, e quindi, per
il principio di identità, X = cpy, c. d. d.

14. TEOREMA. I I (di GrAuss). - Supposto che in un canpo d'inte-
grità I esista il m. c. d., se un polinomio i{s) su I è scomponibile
in fattori in P B , è scomponibile anche in P j .

Yale la dim. ordinaria. Sia f(x) = g(x)q(x), g e q in PR ; po-
niamo (n, 12)

, g[x) = p flf^a) , q{x) = |

•ayremo

diniostra 1' asserto.

t5. TEOREMA I I I (di G-AUSS). - Supposto che in un campo d'in-
tégrité I esista il m. c. d., se nn polinomio f(x) su I è divisibüe, in
P R , per un polinomio g(x) su I primitivoi allora £(x) è divisibile
per g(x) anche in P j (cioè il quoziente ha necessariamente i coef-
ficienti interi).

In breve: Per ^ polinomi di Px ?a divisibilité in P R porta la
divisibilità in Px se iï divisore è primitivo (altrimenti è chiaro che
la cosa puö non valere : nel caso elementare as — 1 è diyisibile per
2& — 2 in P f î , non in Pz).

Yale la dim. ordinaria, analoga, del resto, alla précédente.

16. Ci6 premesso, si risolve facilmente il problema della diyi-
sibilita in PJt Si ha il

TEOREMA. - Se in un campo d'integrità I esiste il m.c.d., que-
sto esiste anche nel campo d'intégrité Px costituito dai polinomi in
una indeterminata coi coefficients in I. E se inoltre I è a scom-
jposizione limitata, tale è anche P x .

26
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In altre parole: Se in I vale la prima parte della teoria della
divisibilità, essa raie anche in P z ; e se in I yale anche la seconda
parte, altrettanto accade in P J t

PRIMA PARTE. - Valgouo intanto in P 7 i teoremi di GAITSÖ ; se
ne deducono Ie conseguenze che seguono.

a) Condizione necessaria e sufficiente affinchè, essendo f(x)
e g(x) due poiinomi di P J ? sia f(x) divisibile per g(x) in P r , è che,.
posto, secondo il n. 12, f(x) = yf^x), g(x) = yg^x), sia insieme <p
divisibile per y (in J) e fx{x) per gx(x). La sufficienza è chiara.
Per la nécessita si osservi che se è f(x) = g(x)q{x) e si pone,
sscondo il n. 12, q(x) = ^ql(x), si ha <ffi{x) = y'Xg1{x)qï(x)i onde (corne
var ie volte sopra) cp = yX e f^x) = g^q^x), c. d. d.

b) m. c. d. à% due poiinomi primitivi. Siano f^x), gx(x) due poli-
nomi primitivi di P x . Poniamo (n. 10)

9i(*)] = à(x) in P ^ ;

oc
sarà (n. 12) d(ir) = ^ dj(a;), essendo d^a;) polinomio in P z , primitivo.

oc
Poichè ö è una un i tà del campo d' integri ta P ^ (n. 9), si ha anche

(1) D{Ux), »,(*)] = d,(x) in P B .

Dico che questa eguaglianza è vera anche in P j .
Infatti intanto d,(2c) divide f,(cc) e gf̂ x) in PR ; ma d^a;) è primi-

tivo; dunque (TEOR. I I I di GAUSS) dx{x) divide f^x) e gx{x) anche
in Pr

Inoltre : sia l(x) un polinomio di PL che divide fx(x) e gx{x) in
Px; essendo f^x) e g^x) primitivi (basterebbe fosse taie uno di
essi), anche l(x) è primitivo, pel COR. del n. 13. Ora l(x) divide
fi(x) e 9iix) ^n c^ e in PR ; percib, per la (1), l(x) divide dx{x) in PR ;
ma l(x) è primitivo ; quindi (TEOR. I I I di GATJSS) l(x) divide d^x)
anche in P^ .* V asserto è cosï dimostrato ; si ha dunque

> 9i(x)] = di(x) a n c h e i n pi Î

e quanto sopra dà la regola per trovare questo m. c. d.

c) m. c. d. di due poiinomi qualunque. Siano f(x), g(x) due qua-
lunque poiinomi di P z ; poniamo^ col solito significato,

f(x) = <ffx(x) , g{x) =

segue subito, da a)? che è in PT
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dove, naturalmente, D(cp, y) è nn numero di I, e Dlf^x), g^x)] il
polinomio di P 7 , primitivo, determinato in 6). La prima parte del
teorema è dimostrata.

SECONDA PABTE. » Consideriamo un polinomio qualunque di
P 7 , f(x) = <ffi(x). I numeri primi di I, pensati come polinomi di
P j di grado zero, sono pure primi in Px. Per Fipotesi che I sia
a scomposizione limitata, cp è allora scomponibile in un numero
finito di fattori primi (di grado zero) in Px.

Se ƒ,(#) non è primo in PI9 è scomponibile in un prodotto di
fattori che sono primitivi (n. 13, COR.) ; quindi i « fattori nume-
rici » non subiscono variazioni p e r l a scomposizione di f^x); e
tale scomposizione è limitata perche i gradi dei polinomi fattori
sono minori del grado del prodotto.

OssERVAzioira. - II teorema è cosï dimostrato; e la l a parte
della dim. dà anche un procedimento da seguire per la determi-
nazione del m. c. d. di due pojinomi. Non puö perö qui ripetersi
l'osservazione dein. 10 riguardo alla indipendenza del m. c. d. dal
campo, che qui è invece un campo di integrità I. Infatti nel pro-
cedimento indieato compaiono ricerche di m. c. d. in J, e non
essendo stata fatta su I alcuna particolare ipotesi, oltre quella
delP esistenza del m. c. d., non è assïcurata la invarianza del
m. c. d. rispetto al variare del campo I (v. n. 8).

La divisiMlità pei polinomi in più iadeterminate.

17, La classe dei polinomi in più indeterminate costruiti su un
campo costituisce un campo di integrità.

OSSERVAZIONE - Anche qui, come al n. 9; se il campo è finito,
i polinomi vanno considerati esclusivamente dal punto di yista
formale ; se il campo è infinito, possono esser considerati sia for-
malmente che funzionalmente.

Considerando i polinomi dal punto di vista formale, la dimo-
strazione delF enunciato è immediata, come per i polinomi in una
indeterminata, e si vale del principio di identità dei polinomi (v.
n. 9). Se i polinomi vogliono considerarsi secondo il concetto
funzionale, ed il campo è infinito, si dimostra subito in modo
noto, per induzione rispetto al numero delle variabili, il teorema
di identità, dopo di che la dimostrazione va come sopra. Se il
campo è finito, il teorema non vale se si considerano i polinomi
dal punto di vista funzionale, perché già non vale per il caso di
una sola indeterminata.
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Le unitèt del campo di integrità costituito dai polinomi in più
indeterminate su un campo C sono i numeri di C pensati come
polinomi di grado zero.

18. TEOREMA. - Nel campo di intégrité, costituito dai polinomi
in più indeterminate su un campo, vale tutta la teoria délia divi-
sibilité ordinaria.

I l teorema è vero per il caso di una indeterminata (n. 10) ;
dimostriamolo allora per induzione, ammettendolo vero per n — 1
indeterminate.

Sia C il campo sul quale i polinomi considerati sono costruiti;
chiamiamo Pc(xl^ x%, ..., xn) il campo d'integrità costituito dai
polinomi su C nelle indeterminate xx, xt, ..., xv. Ogni tale poli-
nomio puö ordinarsi rispetto, ad es., a xn, ed allora i polinomi di
Pc(xii x2, ..., x„) si presentano come polinomi nella sola indeter-
minata xn costruiti sul campo d'integrità I=Pc{xx, xt, ..., xt_x)\
viceversa, ogni tale polinomio è un polinomio di Pc(x]} x%, ..., xn),
Ora in I vale, per la ipotesi fatta, tutta la teoria délia divisibilità
ordinaria; quindi (n. 16) essa vale anche in Pc(x1, x2,...s xu), c. d d.

Come si vede, la dimostrazione è contenuta nel teorema gene-
rale del n, 16.

La dimostrazione del n. 16 dèt ancke il modo di trovare il
m. c d . di due polinomi f{xl9 x%> ..., xn)} g(xx, xt, ..., xn) in più
indeterminate; esso si trova mediante un certo numero di proce-
dimenti di EUCLIDE e di altre operazioni razionali ; perciö i coef-
ficienti del ia. c. d. di ƒ e g si esprimono razionalmente mediante
i coefficienti di f e g stessi. Perciö il m. c. d. di più polinomi non
dipende dal campo nel quale i polinomi detti possono essere con-
siderati, ecc., come è stato osservato al n. 10 pei polinomi in una
indeterminata.

Il m. c. d. di due polinomi in più indeterminate non puö perö
trovarsi (almeno in generale) mediante un solo procedimento di
ETJCLIDE, (O procedimento analogo). Si considerino infatti ic due
polinomi x2 H- y2, x2 — y% primi tra loro ; se il loro m. c. d., clie è
una costante c^=0, si potesse trovare mediante un solo procedi-
mento di BucLiDE (o analogo ad esso), esisterebbero due polinomi
X{x, y), Y{x, y) pei quali si avrebfce identicamente (cfr. nota (2)
al n. 3)

(x* -h y*)X{x, y) 4- (x* + y*) Y(x, y) = c,

e ciö è assurdo (basta fare, ad es4, ^ = 0).

19. Consideriamo ora (cfr. n. 11) la classe dei polinomi in più
indeterminate costruiti su un campo di intégrité (anzichè su un
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campo). Per Ie ragioüi dette al n. 11, e ricordando anche il n. 17,
tali polinomi possono essere considerati indifferentemente dal
punto di vista formale e da quello funzionale ; e si vede subito
(ed è ben noto) che

-I polinomi in più indeterminate su un campo di integrità costi-
tuiscono un campo di integrità.

Le unità di taie campo sono quelle indicate al n. 11.
Si estende subito il teorema del n. 16 :

TEOREMA. - Se in un campo d'integrità I esiste il m.c.d., que-
sto esiste anche nel campo d} integrità Pj(x,, x2, ..., xB) costituito
dai polinomi in n indeterminate coi coefficienti in I. E se inoltre I
è a scomposimone limitata, taie è anche P1(x1, x,, ..., xQ).

Basta procedere per induzione ragkmando come nella dim. del
n. 18, prima per la prima parte, e poi per la seconda.

Vale anche qui, naturalmente, l7 osservazione finale del n. 16.

Esempi di yalidità parziale délia teoria.

20, Sia T un numero trascendente reale. Consideriamo Vinsieme
I dei numert del tipo

(1) 5C,T£i -h X2T-3 -I- ... H- XjT^-k

dove i coefficienti x,x sono, ad es.^ mimeri razionali relativi qua-
lunque, gli esponenti \x numeri razionali assoluti qualunque (che
possono essere supposti distinti). e il numero dei termini k è arbi-
trario (non fisso. dunque). Yediamo subito che Pinsieme I è un
campo d'integrità.

Grli elementi dell' insieme I sono numeri reali ; intendiamo che
l'eguaglianza, la addizione e la moltiplicazione in I siano rispet-
tivamente l'eguaglianza^ la addizione e la moltiplicazione dei
numeri reali. Le propriété 1, 2; 3, 4 délia definizione di campo
d'integrità (n. 2) sono allora senz'altro verificate ; Qccorre dunque
solo esaminare la proprietà 5j (n. 2).

Osserviamo perciö che l'espressione (1) di ogni numero di I,
quando si suppongano (come supporremo) gli esponenti distinti
due a due, è univocamente determinata (a meno, s'intende, del-
l'ordine dei termini) ; in altre parole dalP essere

(2) x ^ i H- acjTêa -h ... + xkT^ = 0,

nelPipotesi fatta per gli esponenti, si deduce x1 = £C2 z= ... = £ ^ = 0.
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Infatti, se riduciamo gli esponenti ad un medesimo denominatore
n ~

ny e poniamo Çt = — , w = tw , avremo da (2)

3^(0*1 -+- a?2w
M2 -f- ... -+. xk&

nh = O ;

e di qui, essendo anche w trascendente come T, si deduce appunto

Chiamiamo allora grado di un numero di J il massimo degli
esponenti di T che figurano effettiyamente nella espressione (1)
(come per i polinomi). Dalla propriété sopra notata risulta che il
grado del prodotto di due numeri di I è la somma dei gradi dei
fattori ; perciö nessun numero di I puè essere diyisibile per un
altro numero di I di grado maggiore.

La proprietà bi del n. 2 è cosï di mostrata, ed J è dunque un
campo d'integrità (4).

Dimostriamo ora che nel campo d'integrità I esiste il m.c.d.
Siano

a = S t otT
a« p = % b,xb

due numeri qualunque di J. Riduciamo tutti gli esponenti ad un
medesimo denominatore n (per fissare Ie idee, il minimo), poniamo

e consideriamo i polinomi

avremo con ciö

(3) a = ATn) , P

Determiniamo il m, c, d. dei polinomi f(x), g(x) col procedimento
di Buclide ; se, ed es. , il grado di f(x) è non minore di quello di
g(x), otterremo

f{x) = g{x)q(x) -H r(x)

g(x) = r{x)q^x) -*- rx(x)

(4) Se T iosse un numero algebrico, I saiebbe invece un campo.
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1

Poniamo in queste identità x = rn; tutti questi polinomi q(x)>
r{x), qY(x) ... assumouo valori che sono numeri di I; indicandoli
oon X, p, Xj, .„ avreino, guardando Ie (3),

a rz: pX -H p

P = ?\ + Pi

e di qui, col solito ragionamento, si vede che ps divide a e fï ed è
diviso da tutti i loro diyisori eomuni ; onde è p, = D(a, 8) c. d, d.

campo I nort t?a2e perô ttna scomponibilità Hmitata. Ad es. :

od anche

. l=(T-TÏ + l)(T + Ti+l)

^ ' ' «= (T » ^ + 1)(T3 - T4 -4- 1)(T« + T4 -h 1)

I i i 1 1 1 i
= (T — T2 -f- l)( t 2 — T4 -f- 1)(T4 — T8" -f- 1)(T4 + T « + 1 )

Dunque : JVeï campo di integrita I sopra definito vale la prima
parte délia teoria délia divisibilité, ma non la seconda,

21, L'esempio précédente puö anche prospettarsi, dal punto di
Tista logico^ nel modo seguente. Al posto del numero T conside-
riamo una indeterminata x} e consideriaino le espressioni (polinomi

k
con esponenti razionali assoluti) %,x,x&, con gli l{ distinti due a

due, e gli xb variabili in un campo qualunque C. Possiamo consi-
derare addirittura questi polinomi dal punto di vista formale. È
immediato che l'insieme di questi « polinomi » costituisce un campo
di integrita ; e gli stessi ragionamenti di sopra provano, anche
nelPattuale significato, le stesse oonseguenze di sopra.

'22. Si vede subito (la cosa è stata osservata vertoalmente dal
dott. GrABKiELE DARBO, e forse anche da altri) che le funzioni
intere (polinomi e trascendenti intere) costituiscono un campo
d' integrita, nel quale vale sostanzialmente tutta la teoria délia
divisibilité.
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Taie campo infatti è a fattorizzazione unica, perd infinita. Ci6
discende subito dal teorema di WEIERSTKASS sulla i'attorizzazione
delle trascendenti intere. Le unità del campo sono Ie trascendenti
intere che non hanno zeri (e9(z) • e~g(z) = 1), in particolare Ie co-
stanti ; perciö i fattori esponenziali, che compaiono nello svihippo
di WELERSTRASS, sono aritmeticamente irrilevanti. Gli elementi
primi del campo sono Ie funzioni lineari (come nel campo dei
polinomi), se noi consideriamo Ie funzioni intere sul campo com-
plesso. (Potrebbero essere studiate Ie funzioni intere su un campo
qualsiasi),

Essendo il campo delle funzioni intere a fattorizzazione unica
(sebbene infinita), valgono in esso tutte Ie solite propriété della
teoria della divisibilité (nn. 6 e 7).

Si noti che la scomponibilità illimitata che vale in questo
campo delle funzioni intere è di natura sostanzialmente diversa
da quella che vale nel campo I, considerato al n. 20. Infatti nel
campo delle funzioni intere esiste la classe degli elementi primir

ed ogni altro elemento del campo è scomponibile in un prodotto
(finito o infinito) di tali elementi primi ; invece nel campo I
accade, ad es., che 1' elemento T, O una sua potenza qualunque>

è scomponibile (v. n. 20), ma la scomposizione non conduce mai
ad elementi primi. Sarebbe interessante studiare in generale i
tipi divers! di scomponibilità illimitata che possono presentarsi
in un campo d'integrità.


