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Alcuni eriteri di divisibilita per i numeri di Mensenne

e il carattere 6CO, 12mo, 24mo, 48mo, dell'intero 2.

Nota di EDOARDO STORCHI (*) (a Milano)

Sunto. - Tenendo conto di due classici teoremi sui residui Mquadratiei e
cuhici ed inoltre dei risultati di una recente ricerca di A. AVHITBMAN,
viene determinato il carattere 6CO, \2mo, 24mo, 48'M0 delVintero 2. Bei
teoremi stabiliti viene poi fatta applicazione alla teoria dei numeri di
MERSENNB (i numeri della forma 2? — 1 con q primo). Vengono ritro-
vati i due soli eriteri di divisibilita finora noti : quello di 2% — 1 per
2q H- 1 dovuto ad EULERO e LAGRANGE e quello di 2? — 1 per 6g + l
dovuto a PELLET e KRAITCHIC. Vengono inoltre segnalati i nuovi
eriteri di divisibilita di 2? — 1 per 8g-*-1, 16g-f-l, 24gr -f- 1, 48g + l ,
nelVipotesi che qy 8g -+-1 ecc. siano tutti nuineri primù

Introduzione. - Eecentemente À. L. WHITEMAK (1), facendo
uso della teoria della ciclotomia, ideata da GATJSS, ha dimostrato
alcuni teoremi che permettono di individuare il carattere ottavico
e sestodecimo di 2.

Il teorema che riguarda il carattere ottavico di 2, scoperto da
C. Gr. BEUSCHLE nel 1856, fu dimostrato per la prima volta soltanto
nel 1914, da A. F. WESTEBN (2). Il teorema che concerne il carat-
tere sestodecimo di 2, scoperto da A. CUNNINGHAM: nel 1895 sulle
basi delPevidenza sperimentale, fu ritrovato e dimostrato per la
prima volta da A. AIQJSTER (3) nel 1939, con l'impiego della teoria
dei numeri algebrici.

Applicando questi teoremi, il teorema di QrAUSS sul carattere
biquadratico di 2 ed un classico teoroma sui residui cubici, nel

(*) Lavoro eseguito presso V Institute for Advanced Study di Princeton
ÏÏew Jerspy.

f1) A. L. W H I T E M A N , The sixteenth power residue character of 2, Cana-
dian Journal of Mathematics 1954, pag. 364-373. Alla nota del W H I T E M A N
rimandiamo anche per una più compléta bibliografia.

(2) A. W E S T E R N , Some ertteria for the residues of eighth and other
porvers. Proc. London Math. Society (2), 9 (1911). 244-272.

(3) A. AIGNER, Kriterium sum 8 und 16 Potenecharacter der Beste 2
und —2. Deutsche Math., 4 (1939), 44-52.
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presente lavoro stabilirö e dimostrerö alcune proposizioni che
permettono di individuare il carattere 6C0, 12m0, 24mo, 48mo di 2,
subordinando i criteri corrispondenti alla rappresentabilità dei
numeri primi mediante forme quadratiche.

Dei teoremi stabiliti verra poi fatta applicazione alla teoria dei
numeri di MEBSENNE e verranno stabiliti i criteri che regolano
la divisibilité di 2 ? - l per 2q-hl, 63-hl, 8g-hl, IQq+l, 24gn-l,
48# -+- 1 rispettivamente, nell'ipotesi che q e p ~2q-t- 1, q e p =
=: 6g -+- 1 ecc. siano tutti numeri primi.

Il carattere sestico di 2. - Incominciamo col segnalare una
dimostrazione del tutto elementare del ben noto seguente :

TEOREHA I. - «II numero 2 è residuo quadratico dei numeri primi
della forma 8fc =t 1 e non-residuo quadratico dei numeri primi della
forma 8fe±3 ».

Si parta dalPidentità :

valida per n>l. Da essa segue :

(1) 2n{2n — 1)... (w -4-1) = 1 • 3 . 5 ... {2n — 1). 2n

a) Sia n dispari. In tal caso si possono sopprimere in ambo
i membri della (1) i fattori comuni n -H 2,... 2n — 1 e si ottiene :

2n(2n - 2)(2» — 4)... (n -f-1) = 1 • 3 . 5... » . 2"

da cui :

2n(2»-2)(2n —4)...(» + l)
(2) 2n = 5...

fi -+• 1
D'altra parte sussistono Ie —^— congruenze

2 » s - l , 2n — 2 s — 3, ... n -+-1 = — n (mod. 2n H- 1)

dalle quali si ricava :
n+l

2^(2^ — 2)... (n-*-l)s= ( - l)"â" . 1 . 3 . 5 - ... n (mod. 2n -h 1)

Se ora supponiamo p^=2n-hl primo (e quindi 1 • 3 • 5 ... n primo
con p), da quest' ultima e dalla (2) segue :

2n = (— 1) 2 (mod, p = 2n -f-1).
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Se n = 4fc -+- 1 si trova allora :

(3) 2 2 = 24*+1 =s — 1 (mod. p = 8fc -+- 3).

Se n = 4fc -h 3 si troya :

(4) 2 2 = 24A+3 s 1 (mod. p = 8fe + 7 = 8(fc -4- 1) — 1)

6) Sia ora n pari. Dalla (1) sopprimendo i fattori comuni n,
n -+- 2, ... (2n — 1), segue :

Dalle congruenze :

si trae poi :

2n{2n — 2)... (n-*-2) = (- ïf* 1 • 3 • 5 • 7 ... (n — 1)

e quindij supposto 2n -+- 1 primo :

2n = (— l ) 1 (mod. 2n -h 1).

Se allora n = 4&, segue di qui :

(5) 2~Y~ = 2ih — 1 (mod. p = 8ft + 1),

Se invece n =• 4fe — 2, si ottiene :

(6) 2~2~ = 2 u - « = — 1 (mod. p = 8fc - 3).

Dalle (3), (4), (5), (6) segue pertanto il teorema 1 che, scoperto
da EULERO, fu per la pr ima volta dimostrato da L A G R A N G E facendo
uso della legge di réciprocité.

Ciö premesso richiamiamo il seguente teorema fondamentale
sui residui cubici (4) :

TEOREMA 2 « Ogni numero primo della forma p = 6n +- 1 è
rappresentabile (in un öol modo) nella forma :

(7) p = a2 -h 3&'

(4) Per questo teorema vedasi ad esempio L. E. DICKSON, Cyclotomy,
higher congruences, and Waring's problem, Amer. J. Math., 57 (1935)
pag. 400.
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ed anche Fequazione 4p = oï2 + 27yt ammette una e una sola solu-
zione. Posto allora :
(8) 4p = I? -*- 27M2

il numero 2 è residuo cubico di p se e solo se i è pari e Pequa-
zione :

(9) p = 0» + 27f

ammette in tal caso soluzione ».
Se L = 2Ï è pari (e quindi M—2m è pari), la rappresentazione

(7) di p, che è unica, non puö d' altra parte che ooincidere con la
rappresentazione (9) e quindi, quaie corollario del teorema précé-
dente, ha luogo il seguente :

TEOUEMA 3* - « Se p = 6m -f- t è un numero primo e nella
rappresentazione

p = a% -f- 3&2

che esiste ed è unica, l'intero 6 è diyisibile per 3, il numero 2 è
5-1

residuo cubico di p cioè 2 3 =22m== 1 (mod, p) e yiceversa»
Osserviamo poi che un numero primo p della forma 6m 4- 1

présenta contemporaneamente una délie due forme 8k -+- 1, 8A — 1
se e solo se m — 4rh oppure m = 4fe H- 1 rispettivamente, mentre
présenta contemporaneamente una délie due forme 8ft — 3, 8fc -+- 3
se e solo se m = 4?i -+- 2 oppure m ~ 4fe + 3 rispettivamente.

Abbinando i risultati contenuti nei teoremi 1 e 3 e tenendo
conto di questa ultima osseryazione, è facile peryenire alla pro-
posizione che détermina il carattere sestico di 2.

Conyiene tuttayia premettere un lemma che ci sarà utile nel
seguito :

LEMMA « Sta p = 2ayin-hl un numero primo e sia inoltre a > l
e y > 1 dispari.

Dalle congruente simultanée :

(10) 2Tm = 2 *" ^ ( - 1)X (mod.

(11) 22 m = 2 * s i (mod. p)

segue allora la congruenza :

(12) 2Ift = 22fltT = ( - l ) x (mod.



ALCUNI CRITERI Dl DIVISIBILITÀ PER I NUMERI, ECC. 367

Dimostrazione.

a) Sia X pari . Indicato con 8 > 0 Fesponente al quale ap-
part iene 2 (mod. p) (cioè il minimo intero positivo x soddisfacente
la congruenza 2 ^ ^ 1 (mod. p)) in base alle (10) e (11) segue che S
divide simultaneamente gli interi ym e 2*m. Essendo y > l e 2*
primi fra loro, si conclude allora che S divide m ed ha quindi
luogo la congruenza:

2'»== 2 ^ = 1 (mod. p)

coïncidente appunto con la (12) per A pari.

b) Sia \ dispari. I n tal caso dalla (iO) che si scrive :

{10') 2 ^ m ^ - l (mod. p)

segue la congruenza :

{13) 2"Tm = l (mod. p)

L' in te ro positivo 8, a causa delle (11), (13), deve dunque divi-
dere simultaneamente gli interi 2my e 2°W = 2m • 2a . Essendo
2a~1 e Y primi fra loro, si conclude allora che S deve dividere 2m,
per modo che ha luogo la congruenza :

< 14) 22"1 = 1 (mod. p).

Da quest' ultima discende :

2'» = ± 1 (mod p).

Il segno superiore è perö da scartarsi perché la congruenza
2m = 1 (mod. p) implica V altra 2Tm = 1 (mod. p) che è in contrasto
con la (10'). In definitiva dunque sussiste la congruenza 2m = — 1
(mod. p) che è appunto la (12) corrispondente a X dispari.

Applichiamo ora il lemma dimostrato al caso dei numeri primi
della forma :

(per i quali risulta <x=rl, y = 3). Se m = 4ft> 4ft-H 1 cioè pz=z
p =: 24^ -+- 7, hanno luogo le congruenze simultanée :

2Zm = 2^ == 1 (mod. p)
p-i

2 ï m = 2 3 = 1 (mod. p)
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e da esse discende :

2>n —- 2 6 = 1 (mod. p).

Se m = 4ft n- 2, Ah H- 3 cioè p = 24ft -+- 13, p = 247* -f- 19, hanno
luogo le congruenze simultanée :

23m _ 2 2 = , _ 1 ( m o d .

2«» = 2 3 = 1 (mod.

dalle quali segue :

Siamo cosi in grado di enunciare il seguente teorema che rivela
il carattere sestico di 2 :

TEOREMA A. - Sia p — 6m -h 1 un numero primo e sia :

p = a2 -h 3fe2

rappresentazione nella forma x2 -+- 3y\ Se allora Tb = 0
(mod. 3) eci m = 4h, 4h -+-1, sussiste la congruenza :

P-I

2 6 = 1 (mod. p).

Se b = 0 (mod. 3) ed m = 4h-h2, éh-i-3, sussiste Valtra con-
gruenza :

p-i

2 6 s — 1 (mod. jp)>.

Il carattere 12m0 di 2. - GTATJSS ha dimostrato il seguente
teorema che rivela il carattere biquadratico di 2 :

TEOREMA 4. - «Sia p = a2 -t-&*, a dispari, 6 pari, p = 4w-*-l.
Se 2 è residuo quadratico del numero primo j9, ha luogo la con-
gruenza :

p—l b^

2 4 ^ ( - l ) 4 (mod. p)>.

Questo teorema si puö enunciare anche in forma lievemente
diversa. Infatti già sappiamo che se w è dispari, 2 è non-residuo
quadratico del numero primo p — ên -+-1 = 4(2fo — 1) +• 1 = 8h — 3.
Kimane solo da considerare perciö il caso n = 2m pari, cioè p =
= 8»n- 1.
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In questo caso poi nella rappresentazione p = 8m -+-1 = a2 +- 62

(a dispari, b pari), Pintero 6 è diyisibile per 4; infatti l'ipotesi
6 = 2c con c dispari, si rivela assurda poichè nella relazione a% —
— 1 = 4(2m — c') che da essa segue, il primo membro è divisibile
per 8 mentre non lo è il secondo.

Il teorema di GTAUSS puö quindi enunciarsi semplicemente cosï:

TEOREMA 4'. - « Se p = Sn -+- 1 = a*-t- 16&2 è uu numero primor

snssiste la congruenza :

2 4 ^(—1)& (mod. p)».

Supponiamo ora che il numero primo p sia della forma I2m -+-
H- 1 =i 4(3m) + 1 - 6(2m) H- 1. Esso ammetterà le due rappresenta-
zioni p = a2 4- b2 — c2 -^ 3d2 con b pari, a dispari. Perche 2 sia.
residuo quadratico di p occorre e basta che p presenti la forma
8h =b 1. Il caso p = 12m -+• 1 = 8fc H- 1 comporta 3m = 2fo, m == 0
(mod. 2) e quindi p — 24£ H- 1. Il caso p = 12m 4- 1 = 8fe — 1 com-
porta 6m H- 1 — ih cioè un assurdo.

Desiderando che 2 sia residuo quadratico di p, rimane percio*
solo da studiare il caso p = 24f -t- 1.

Sia p = 24£ -+- 1 = a% H- ƒ ' = cs -+- 3d2 (/ pari), un numero primo.
In queste condizioni, corne si è detto, 2 è residuo quadratico di p
Se poi è d = 0 (mod. 3), in forza al teorema 3, l'intero 2 risulta
anche residuo cubico di p, Poichè p = 8(3£) H- 1, f è poi divisibila
per 4: f:=46 e quindi: jp = a2H-1662,

Per il teorema di GrAUSS allora :

2 4 s a ( - l ) * (mod. p).

Applicando il lemma fondamentale, tenuto conto che nel caso
attuale :

23m_28* = 2 4 = ( - l ) & (mod. p)

2**=2 8 ' = 2 3 = 1 (mod. p)

si conclude subito con la congruenza :

P - I

2m _ 22* = 2 12 = (— l)0 (mod. p).

Siamo cosï giunti a formulare il teorema che rivela il carattere
12mo di 2 :
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TEOREMA B. - « Se p = 2tt -t- 1 = a2 -f-166* = c~ n- 3d? è MW

tmmero primo ed inoltre d == 0 (mod. 3), sussiste la congruenza :

2 '2 = ( _ lf (mod. jp)».

Il carattere 24mo di 2. - WHITEMAK ha recentemente dimostrato,
<3ome si è detto. la congettura di REUSCHLE facendo uso del
metodo della ciclotomia. II teorema in oggetto viene dall' autore
enunciato cosï :

TEOREMA 5. - « Sia 2 residuo biquadratico di p = a* -+- 6?, a
dispari, b pari, p = 8w + L Se w è pari, allora :

p—1 Ê

2 "8"= (— l f (mod. p)

Se w è dis pari :
p-i b

2 8 = ( — l)8 (mod. p)».

D'altra parte è bene osservare che, essendo 'p della forma
8» + 1, 2 è certamente residuo quadratico di p ; per di più, se si
postula per p la rappresentabilità nella forma p = a* -f- 6462, p
risulta anche residuo biquadratico di p per il teorema 4' di GATJSS.

Conviene allora enunciare il teorema di BEUSCHLE -WESTERN -
WHITEMAN nella forma seguente :

TEOREMA 5'. - « Sia p = Sn -+- 1 un numero primo il quale ani-
inette la rappresentazione :

Se allora n è pari, sussiste la congruenza:
P-I

2 8 = (— l)0 (mod. p).

Se n è dispari; sussiste invece 1' altra congruenza :

2 8 = ( - l ) ^ 1 (mod. p)».

Supponiamo allora che p = 6fe -+-1 ammetta la rappresenta-
aione p = a% -+- 362 con 6 — 0 (mod. 3) e che sia contemporanea-
mente p della forma 8n •+- 1. Dall' eguaglianza p—8n-*- l~6f tH-l
discende 4n = 3fe cioè n = 0 (mod. 3) e quindi p = 24m •+- 1.

In queste condizioni 2 è residuo quadratico di p perché p ha
la forma 8r -h 1. Se inoltre nella rappresentazione p r= c* -+- 16gr',
^ è pari, per il teorema M di GAXTSS, 2 è anche residuo biquadra-
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tico di p. Supponiamo allora che p = 24m -+- 1 ammetta la rappre-
sentazione :

p = a% H- W = c2

con 6 = 0 (mod 3), In tal caso, per quanto fin qui dimostrato, 2
è certamente residuo quadratico, cubico e biquadratico di p.

Applichiamo ora il teorema di REUSCHLE-WESTEKST-WHITEMAK.

Poichè p = 8(3w) -+- 1, se 3m è pari, cioè m è pari, sussiste la
cougruenza:

P-A

(15) 2 8 = (— 1)* (mod. p).

Se m è dispari, sussiste al contrario l'altra coagruenza :

p-i
(16) 2 8 s ( - l)rf+1 (mod. p).

Facciamo ora nuovamente uso del lemma fondamentale distin-
guendo i due casi m pari ed m dispari.

a) Sia m pari. In tal caso risultando :

p = 24m + l = : 2 3 . 3 m - h l a — 3 y = 3
p-i

(15) 2am = 2 8 = (— 1)* (mod. p)

si conclude con la congruenza :
p-i

2'» = 2 2 4 = ( - l ) d (mod. p).

6) Sia m dispari. Quanto si è scritto sopra relativamente al
caso m pari rimane immutato, all'infuori della (15) che deye so-
stituirsi con la (16) ; ne segue pertanto la congruenza :

2 2 4 E = ( - 1 ) ^ 1 (mod. p)

La breve analisi svolta ci porta dunque a formulare il seguente :

TEOHEMA C. - « Sia p = 24m •+- 1 un numero primo il quale
ammette la rappresentazione :

p = a* -h Sb2 = c1 -H

con 6 = 0 (mod. 3). Se allora m è par% sussiste la congruenza :
p-i

2 24 = (_ i)d (inod. p).
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Se m è dispari, sussiste la congruenza :

2 24 = (_l)d+l

Il carat te re 48m0 di 8. - WHITEMA^. nel citato layoxo, dimo-
stra coïi il metodo della ciclotomia, anche il seguente teorema,
scoperto da A. CUNNINGHAM: e dimostrato, corne si disse, per la
prima volta, da A. AIONER nel 1939 :

TEOREMA 6. « Sia p=za2-+-b2 = c2-\-2dz, a e c dispari, p = lQn~t-l

un numero primo. Se allora 2 8 -= 1 (mod. p), risulta :

2 ie = ( _ i)t6 4 ( m o d p}^

D' altra parte è bene osservare che, essendo p della forma
8n -H1, 2 è certamente residuo quadratico di p ; inoltre se si
postula per p la rappresentabilità nella forma p = al n- 6462, 2
risulta anche residuo biquadratico di _p, per il teorema 4' di GATJSS.

Infine il teorema 5' ei dice che se il numero primo p = 8n -t- 1
con n pari ammette la rappresentazione p = a2 •+- 646^ sussiste la

P-I

congruenza : 2 8 ^ (— l)fr (mod. ?̂). Questo teorema in particolare
per 6 pari dà luogo alla seguente proposizione :

TEOREMA 7. - « Se p = I6m -4- 1 ammette la rappresentazione :

p = a2 ~h 256f2,

sussiste la congruenza :

2 8 ^ 1 (mod. p)

cioè 2 è residuo ottavieo c|i p ».
In base a queste considerazioni riteniamo pertanto conveniente

enunciare il teorema di CuraiNaHAM - AI&NER-WHITEKAN nel
modo seguente :

TEOREMA 6'. - « Se p = IGn •+-1 è un numero primo il quale
ammette la rappresentazione :

sussiste la congruenza :
p-i

(17) 2 16 s (— l)f+d (mod. p) ».

Ciö premesso consideriamo un numero primo della forma
48m -+-1 = 6(8m) h 1 = 16(3m) -+- 1 e supponiamo che nella sua rap-
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presentazioae nella forma p = g' -4- 3£2, Pintero t sia divisibile
per 3.

In queste condizioni 2 è residuo cubico del numero primo
p = 48m H- 1. Se poi p = I6(3m) •+- 1 ammette anche la rappresen-
tazione :

p = a% +- 256f2

in forza al teorema 7, il numero 2 è anche residuo ottayico di p.
Se per di più infine lo stesso p ammette la rappresentazione :

p = c* -f- 32d*

in base al teorema 6' sussiste la congruenza (17).
Se si tien conto che attualmente risulta :

p — 48m -+- l=2 4 . 3m-+- l a = 4 y = 3

p-1

- 2 ^ = i (mod. p)

e si applica il lemma fondamentale, si conclude allora subito con
la congruenza :

Possiamo pertanto enunciare il seguente teorema che rivela il
carattere 48mo di 2 :

TEOREMA D. - « Se p — 4Hm -t-1 è un numero primo il quale
ammette Ie rappresentazioni :

p = a2 -h 362 = c2 H- 256d* = e s •+- 32f2

con 6 = 0 (mod. 3)̂  sussiste la congruenza:

2 48 --(—ljf+d (mod. p ) . .

Applicazione ai uumeri di Mersenue.

1) Dal teorema 1 relativo al carattere quadratico di 2, si
desume in particolare il criterio che regola la divisibilità di 2*> — 1
per 2p -+-1 nell' ipotesi che p e 2p -h 1 siano ambedue numeri
primi :

TEOREMA 8. - « Se p = 4fe -+- 3 è un numero primo e anche
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2p -+- 1 = 8ft •+- 7 è un numero primo, ii numero di MERSENNE

2p — 1 è composto, risultando :

2P — 1 = 0 (mod. 2p H- 1) ».

(Teorema di EULERO-LAGRANGE)

Osseryiamo ora ehe, se p e 4p + 1 sono ambedue numeri primi,
non puö sussistere in nessun caso la congruenza :

2P — 1 == 0 (mod. 4p •+- 1)

Infatti poichè p = 2k •+- 1 è dispari, 2 è non-residuo quadratico
del numero primo 4p •+-1 = 8A; -+- 5 = 8(& -4-1) — 3 e quindi 27p =
— 1 (mod. 4p •+• 1).

2) Dal teorema A si desume il seguente criterio che regola
la divisibilita di 2q — 1 per 6g -h 1 nélV ipotesi che q e 6q -+• 1
siano ambedue nuraeri primi:

TEOREMA 9. - «Se g = 4fo-+-l e p ^ 6g -h 1 = a* •+• 362 sono
ambedue numeri primi ed inoltre b è divisibile per 3, il numero

di MERSENNE 2q — 1 è composto^ risultando :

2« — 1 = 0 (mod. 6q • 1)

(Teorema di PELLET-KRAITCHIC).

3) Dal teorema 5' di EEUSCHLE si desume in particolare il
seguente criterio che regola la divisibilità di 2q — 1 per 8g -+-1
nell'ipotesi che g ed 8g -+- 1 siano ambedue primi:

TEOREMA 10. - Se q e_p = 8 g - h l = a ï-t- 6462 sono ambedue nu-
meri primi e b è dispari^ il numero di MERSENNE 2q — 1 è com-
posto, risultando :

2«— 1 s=0 (mod. p — %q + l) ».

Osserviamo ora che. se q e 12q -+- 1 sono ambedue numeri primi.
non puö in alcun caso sussistere la congruenza : 2q — 1 = 0 (mod.
12q -t-1). Infatti il numero 2 ë non-residuo quadratico di p =
= 12g -H 1 = 12(2m H- 1) -+• 1 = 8(3m •+• 2) — 3.

4) Dal teorema 6' di CTJNN IN GKEAM-AIGKN-ER- W H I T E KAN si
desume in particolare il seguente criterio che regola la divisibi-
lità di 2q — 1 per p = 16g n- 1 neir ipotesi che g e p siano ambedue
primi :

TEOREMA 11. - « Se q e p = 16g H- 1 = a2 -t- 256/12 = c2 -h 32d* sona
ambedue numeri primi ed inoltre f e d hanno la stessa parità, il
numero 2q — 1 è composto risultando :

2* — 1 ~ 0 (mod. p = 16p -f-1) ».
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5) Dal teorema C s r d e s u m e il criterio seguente che regola
la divisibilità di 2q — 1 per p = 2iq -+- 1 nell ' ipotesi che q e p s iano
ambedue numeri primi :

TEOREMA 12. - « Se q e p = 24g +- 1 = a2-*- 3&* = c ! + 64d8 sono
ambedue primi ed inoltre d è dispari e b divisibile per 3, il nume-
ro 2q — 1 è composto, risultando :

2? _ 1 = 0 (mod. p — 2àp -+- 1) ».

6) Infine dal teorema D si puö desumere il criterïo
regola la divisibilità di 2 ?—1 per p = : 4 8 g ^ - l nelF ipotesi che q
e p siano ambedue primi :

TEOREMA 13. - « Se q e £> = 48g -+-1 = a% -+- 362 — c* -f- 256d2 =
= e2 -h 32f2 sono ûmbedue numeri primi ed inoltre ƒ, d hanno la
stessa parità e b è divisibile per 3, tZ numero 2q — 1 è composto,
risultando :

2* — 1 = 0 (mod. p = 48g -H 1) ».

Questi sono tutti e soli i criteri di divisibilité che si conoscono-
relativamente ai numeri di MERSENKE. Se si riflette sul fatto chê
i divisori dei numeri di MERSENNE 2q — 1 sono della forma
2kq H- 1, ei si ayyede che^ in base ai teoremi richiamati o dimo-
strati in questo lavoro, rimangono esauriti i soli casi k = 1, 2, 3,
4, 6, 8, 12, 16, 24, 48.

Riteniamo opportuno per maggiore chiarezza riunire tutte 1&
congruenze che rappresentano i risultati della presente ricerca
sui numeri di

la)

2a)

3a)

2«—1 = 0 (mod. p — 2

2?—1==0 (mod. p=zt
sono primi.

2?—1==0 (mod. p:=£
sono primi.

ïg+1) se g —4&H-;

ïgn-1) se g = 4A;-h:

>g-Hl) se g e p==8

L e /) = 6

tg^-1 sono

g + l r : a 2

2+6462 (6 d

primi.

-h27c*

ispari)

4a) 2«—1 = 0 (mod. jp
{f-\-d pari) sono primi.

5a) 2«^-l = 0 (mod. p =
(d dispari) sono primi.

6*) 2^—1 = 0 (mod. jp =

se q e 16g + l = a2

se e ^ =

se g e p ^
pari) sono primi.


