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Sa una formula limite tra funzioni ipergeometriche
di Kummer e funziorii del cilindro parabolico*

Nota di LETTERIO TOSCANO (a Messina).

Sunto. - Si généralisa una formula limite tra funzioni ipergeometriche
di KUMMER e funzioni del cilindro parabolico, e si prova la sua utilità.

1. In una précédente nota (l) ho fra l'altro completato un
risultato di E. FELDHEIM, dimostrandp che tra funzioni ipergeo-
mettiche di Kummer e funzioni del cilindro parabolico vale la
formula limite

(1) lim r(«-^-fe+v -+-1) ̂ _ v ; QL_hh_hl; oi_x y - j _ eT D ^
a^œ a'2r(a-H fc H-1)

con v e h qualsiasi, e

1
2'

Per le applicazioni questa formula si presta — e bene —• solo
quando si opera su funzioni ipergeometriche dello stesso argo-
mento. Mentre, anche per un più vasto campo di applicazioni,
riuscirebbe utile insieme alla (L) la conoscenza di altre formule
più generali, per potere operare su relazioni con funzioni iper-
geometriche di argomenti diversi.

A questo proposito aggiungo qui la formula

l i m ITfrMfcHvKl) / ;

con v e h qualsiasi, che si riduce alla (1) per t = 0.

(l) L. TOSCANOJ Le funzioni del cilindro parabolico corne caso limite délie
funzioni ipergeometriche, Boïl. lin. Mat. Ital., (III), IX, (1954), pp. 29-38.
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2. Alla (2) si perviene facilmente seguendo la mia précédente
nota per la (1). L' argoniento oc — x V a viene sostituito con

E poichè questo si puö scrivere

v« ,
si vede in definitiva che la x viene sostituita col prodotto di

x — t per il fattore —=—— che al limite per a —* oo risulta

uguale a 1.
Analoghe considerazioni potrebbero condurre ad altre esten-

sioni della (1).

3. Per v uguale alFintero positivo n si ha, per i polinomi di
LAGTJERRE e di HERMITE

n\

(—1)M(2W-H1)! / 3 x%\

la formula

(3) lim of

Bssa potrebbe pure proyarsi direttamente e per via elementare,
ricorrendo a note rappresentazioni dei polinomi di LAGTTERRE e
di HERMITE con i determinanti, o considerandola nota per t = 0
e applicando la formula di moltiplicazione per i polinomi di
LA GUERRE.

Se v è uguale aU'intero negativo —n — 1, introducendo Ie
funzioni di HERMITE di seconda specie

*,„(*) = (-2)"n !«,*•,(-• »-+-g ; | ; J-)



SU UNA FORMULA LIMITE TRA FUNZIONI IPERGEOMETRICHE ECC. 2 4 1

e osservando che

si ha la formula

( 4 ) l i m a " ~ * x F x ( n +- 1 ; - a + ü + 1 ; — a ^ . 1 X ) =

\ V a — ^

La quale, con le funzioni di LAGTTERRE di seconda specie

si puö presentare nella forma

Va — x

_ 1 (x-

n!

4. Ai polinomi di HERMITE e di LAGUERRE sono associati i
polinomi Gn(x), F^\x) con le relazioni

hn{x) = Hn(x)h0{x) - eTGn-i(x)

E vale la formula

(6) H m ^ c T ^

Per i polinomi (*)

(2) L( TOSCANOJ Una classe di polinomi délia Matematica attuariale,
Rivista di Matematica délia TTniversità di Parma, I, (1950), pp. 459-470.
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si ha analogamente

(7) lim «r%

5. ProviaiQO infine Futilita délia nuova formula limite proprio
in quel caso che mi ha indotto a dimostrarla.

Sia
u = x -h tu

con x reale positivo e 11 | < 1.
Consideriamo lo sviluppo di LAGRAISTGE

f(u) = f{x) + 1 , ^ ^ 2 Ï [r(x)f\xj]

per y(u) = u e f(u) = f uaè~ufi*\u)du.

Si ha

D'altra parte

Allora dalla derivata rispetto a as delló sviluppo di LAGBAXGE

si deduce

(8) l-*Hï|.a|(*) = ( l - < ) — 1 e " ^

Ciö fissato, poniamo o; == <x — x V ot, t = —= . Dal précédente
sviluppo si ha * a

w—1
oo a 2 _ , / —



SU XJNA FORMULA LIMITE TRA FUNZIONI IPERGEOMETRÏCHE ECC. 2 4 3

Passando al limite per a->oo con la (5) segue

{X—tf r

= e 2

da cui
00 in t2

(9j 2 h (x) = e x~^h (x t).

Lo STihippo (8) non mi risulta noto, il (9) è stato già da me
trovato per altra via (3).

(3) L. TOSCANO, Polinomi associait a polinomi classici, Rivista di Ma-
tematica délia Università di Parma, 4, (1953), pp. 387-402.


