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Sviluppo di aleuni polinomi che generalizzano altri classici
ed i loro associati e relazioni tra essi.

Nota di GIUsePPE PArAMA (a Lecce)

Sunto. - B contenuto nella breve introduzione che segue.

In alcune Note precedenti (') abbiamo studiato dei polinomi,
indicati con H"p(x), Pxn p(x), Av*P(x) che generalizzano rispetti-
vamente i polinomi d’ HERMITE, di LAGUERRE, gli ultrasferici ed
i corrispondenti polinomi associati.

Qui determiniamo gli sviluppi di alcuni di tali  polinomi e
stabiliamo delle relazioni tra essi (?).

§ 1° - Sviluppi dei polinomi H»»(x) e P n(x).

1. Se poniamo

(1) Gulx) = é o, rch—2", v = lg] ,
r=0

) Hya) = 3 bn, jon—, .
-

in cui Gu(x) © il polinomio associato a quello d’HerMIiTE, H,(x),
aHu) _
de

(per il quale & nHy1(x)) e

b (— 1)yn!
"I 2051 (w— 217
sostituendo nella (3)

@) G'@) = Hop1() — Go@)

({) Polinomi piiv generali di altri classici e dei loro associati, e rela-
zioni tra essi. Funzioni di seconda specie, «Riv. Mat. Univ. Parma », 4,
(1953), pp. 363-386.

(?) Per altre relazioni tra i polinomi associati Cfr. G. PaLaMA, Rela-
zions tra i polinomi associati alle funzioni di LIAGUERRE e di HERMITE,
« Boll. Un. Mat. It. », 3, 9, (1954), pp. 64-66; L. ToscaNo, Polinomi asso-
ciati a polinomi classici, « Riv. Mat. Univ. Parma », 4, (1953), pp. 387-402,
ed i Liavori ivi citati.

(3) Cfr. L. ToscaNo, ¢. in (?) e G. PaLaMA, Integrali generali delle
equazioni differenziali cui soddisfano polinomi che generalizzano altri
classici ed i loro associati, < Boll. Un. Mat. It, », 8, 10, (1955), fasc. 2°, ove
la formula del testo & generalizzata.
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ove G'(x)'—-i"(—“) 1 posto di G H il iluppi
n (@) = — al posto di Gu{x), Huyi(x) i loro sviluppi
dati dalle (1,), (2,) ed annullando poi il coefficiente di wx»+1—2j,
si trae ’
(® — 2 + 2)an,j 1= buii,j— Onit,j,

a mezzo della quale, tenendo presente che @m,o0=1, si ricava
subito .

n—m\ " n-—1r
==t (") S0,
che da la formula (%)

| SRS M. r—m”—m n—=r n—2m —|"
Ga() _mzzofio(* 1ymm ! 2 ( m )(n— m)x 2m v= [5] .

2. Procedendo in modo analogo, si perviene alla formula

H2p(x) = 3 % mgr(— 1)m2ritr—mop | P=m P =) om
m =0 =0 r,=0 m p—m . ?

y
v = |

che, posto
ln =7, + ¥y + .. + T,
si generalizza nella

i ) m m—l m—l, _ -
Hrppg)= % 2 mZ e B (= 12l (P m)(p l">wp—2m ,

m=0 ry=0 ry=0  #,=0 m p—m

che pud scriversi

Hopm)=3 3 3 .. 8 (— 1)v2—rn(p :r)(p _"+r")x1’*2’,

=0 =0 15=0 27,=0

La dimostrazione di quest’ultima, con il metodo d’induzione
completa, si ottiene con il procedimento con cui si passa dallo
sviluppo di H'2?(x)= Gp(x) a quello di H2?(x), salvo qualche irri-
levante cambiamento di simboli. :

() A tale formula perviene in maniera differente I.. ToscaNo, nel I c.
in (3.

(°) G. PavLaMA, ¢. in (3).
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3. Alla formula seguente, che da lo sviluppo del polinomio
Pon(x) associato a quello di LAGUERRE, da mnoi stabilita altrove (°)

n—1 n—j—1 (E+j\m +)'0x+7 +k +1)
1 o, ¥ _— —_— .
() mtPrni) on k-z—_:o( 1)]( J )(k+2j+1)'F(<x+J+1)

pud darsi altra forma. Difatti scritta la (1;) nel seguente modo

neln—j—1 iy fp—1 4+l +n —k)
4 )i

I s N = Z“ —_ N
wt Bea) J'Eo k:=0( 1y J n+j— k)T +j “1)

da essa si ricava subito quest’altra
= 1)1( ._1>x'f . .
5 J g =n v j+1, k(—n—j, k)

_n— Pa,, n(x, p— 1k

o+ n) ,_o Tl +j+1) 32 (—r+1L,k(—«—n+1k
ossia
!
2 _ " panfg) —
(m—1
n—1 (_ 1)J<nj )wj
:‘)_EO T +j+1 Fo(—n+j+1, —n—j, 1; —n+1, —a—n+1;1).
4. In particolare si ha, per «— —n, la semplice formuletta

che segue

n—1 (— g\
(1) 0Py =5 )

r=0 .

che pud dimostrarsi anche con il metodo. d’induzione completa a
mezzo della
(% 4 1) Patlin—Y(gx) — ax — ) P2 %(x) + (0 + LwPe—bntl(x) =
= (a + )L a) — (= — x) LI () .
Dalla (1,) si ha
—x

lim n P~ " "w)=e
N - OC

5. Se si pone

(R Gul) = 3 o, Ha-25(@). v =2

(5) G. ParLamA, Relazioni integrali tra le funzioni d HERMITE e di Lia~
GUERRE di prima e di seconda specie, e su des polinomi ad esse associati,
« Riv. Mat. Univ. Parma », 4, (1953), pp. 103-122.
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Dalla (2,) segue per n =1 la (1)) e per k=1, »=0 altra for-
mula data da L. ToscanNo ().

2. Analoga alla (2,) & la seguente formula anch’essa assai
generale

(1) lim [(2)-2RA%+ %3] | D) = o

i e p) @,

in cui non compare 1’unitd immaginaria, che si dimostra al solito
modo e dalla quale per » =1, n = 0 ricaviamo rispettivamente

(2’) llm [(2\[ —P/2Ak+"'1’+1(x/ V 2V)] fovmnd m Gp(x),
34 lim [(2y)PRPI () V)] = 2;1~, Hy(x),

ove ij’(x) ¢ il polinomio ulfrasferico.

Entrambe le (2,), (3,) possono dedursi facilmente da altre
note (%).

3. In un recente Lavoro (}) abbiamo dimostrata la seguente
formula :

(P-i-?n
lim 2

[1
s— oo LI'(8)

I(s+n—1)s As/g"p(x/\s)]—(n:t_‘p)vH - P(x)

(41) Cfr. L. Toscano, c. in (%), p. 394,
(1?) La (2,) del testo si desume dalla
i A/ Va2
@ —> 0 (@ —n, n) T @n+1)!

GZn(w V 2)7

dopo avervi cambiato a in a4 k-+mn, e dall’analoga relativa a Gy, 4 (% V)
del 1. c. in ().

Lia (2;) del testo segue invece dalla
Po"@/Va)  gw

a}iinoo (a—n,n) ~— (2n ),Hg,,.'x:\/2)

e dall’altra dello stesso tipo, in cui appare H,,—,(xV2), della Nota: Con-
tributo alla ricerca di relazioni fra classici polinomi, < Riv. Mat. Univ.
Parma », 2, (1951), pp. 383-402. La formula particolare che segue dalla (2,)
del testo per k=0, si trova in L. ToscaNo, Le funzioni del cilindro para-
bolico come caso limite delle funzioni ipergeometriche, « Boll. Un. Mat. It.»,
3, 9, (1954), pp. 2938, e nel L c. in (Y).

(*3) Cfr. L. c. in (4).
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"e si deriva, tenendo presente la (3,), & facile ricavare la formula
seguente (’)
v 'n_j .
@) Gute) = B (= 1y(" 7)1 H) v=[nj2).
La (2;) consente di ottenere subito varie formule integrali
quale ad es. la seguente

o3

v e
ey 2 — '_z\‘ [(%—S).] — .
] e~ hGy(x)de =V 27rs=0 w2 v=[n/2],
-0

analoga ad altra stabilita da L. ToscanNo (%), in cui perd compare-
Y unitdh immaginaria.

Se poi si tien presente che (°)
H2 p(x) = 2 Gpia(x) — Hp+2()

e la (2;), si ha subito la seguente formula analoga alla stessa (1)

 H%0(@)=— Hpyo(%)+ %o(—w(p +;_’”)r1 wHp 1-0da), w=[(p=+1)/2].

§ 2° - Relazioni tra polinomi che generalizzano altri classici
ed i loro asseciati.

1. Si dimostra subito con il metodo d’induzione completa la
seguente formula

() lim [(—20)pRAR— P+ V)] = (p%m Gplid),  i=V—1,

ove A¥—vp+l(x) sono i polinomi associati agli nltrasferici, e k& &
numero reale qualsiasi, ed anche la formula pit generale

@) lim [—20)-pRAk—m(m] | By)] = —

n = pan)! Hmopix), i=7V—1,

in cui i polinomi Ak—v®p(x) generalizzano sia gli ultrasferici
An =20), che i loro associati (» =1) (9.

(") Cfr. L. ToscaNo, Carattere ipergeometrico dei polinemi associati a
quelli di HERMITE, <« Boll. Un. Mat. 1t.», 8, 9, (1954), pp. 146-150.

(8) Cfr. L. Toscano, c. in (3. '

(°) Lia formula- del testo si deduce come caso particolare da una for- -
mula che si trova nel L ¢. in (4).

(49 Cfr. L c. in ().



238 GIUSEPPE PALAMA

che perd, posto s = 2v, si pud scrivere piil semplicemente

1,) lim [(2v)—224»m (@ V)] = ———— Hmr(x),
: v—> 0 )

essendo

(2,) V lim D@y +n — 1) =1,

y—roo [(2V)(2v)™
Ora anche la (1;) & un caso particolare della (1,) dalla quale
segue per £k =0.

4. Altrove & stata data la formula seguente (*‘)

1 (=1t
1, hm [ho—t PR "+E, P( h’) =T Gp—i(),
in cuni con Pv*(x) abbiamo indicati i polinomi associati a quelh
di LLAGUERRE.
Se nella (1,) mutiamo 2 in — 1/ V%, abbiamo ('%)
« » — 1
(2, lim [a—(p—12Pa+k,p(e — 2 V)] = i Gp—1(x).

@G —= 0

Ora la (1,) & stata da noi generalizzata nella seguente ('%)

. C(h—2+ k + n) 24 P A (x 1)] (— pn!
_— {-20-—2 2k, n,pi — —) = 0 3
A ST 1) T TR R gk )| = e PR
cui, se poniamo » = —1/ V'« e teniamo presente la (2,), pud darsi
la forma pil semplice
03 %'
(34 al_l_{noo[m—‘P/’P“+k 1 P(o — V) )] = (p+mn)! Hr ().

Dalla (3,) per =1 ed # =0 seguono rispettivamente la (2,)
(se mutiamo in essa p in p + 1) ed un’ altra cui si riduce, con le
trasformazioni indicate in alto, altra nota formula (7).

(44) Cfr. G. PArLaMA, Relazioni tra i polinomi ecc. c. in ().

(43) La (2,) del testo per k=0 & data da L. Toscano nel I. ¢. in (12).
Si badi che i nostri polinomi P2, %(x) sono indicati da L. T0oscaNO con
F(a)l(x)

(16) Cfr. I c. in (%).

(!7) G. PanamA, Sulla soluzione polinomiale della (agX 4 a)y"" +
+ (byx + by)y’ —nb‘y_O, « Boll. Un. Mat. It.», 2, 1, (1939), pp. 27-35;
L. ToscaNo, Formule limiti sui polinomi di LAGUERRE, «Idem », idem,
pp. 337-339.



