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Sul teorema di esistenza di Caratheodory per i sistemi
di equazioai differeuziali ordinarie.

Nota di GIOVANNI AQUARO (a Bari)

Santo. - Si atténua la condizione 2) del teor. (C) del n* 1 successivamente
con Ie 2') del n. 2 e 2") del n. 3.

1. Denotato con V lo spazio dei vettori a p componenti, con
[a, b] un intervallo chiuso dell'asse reale e con G(a, b) Finsieme
delle funzioni da [a, b] a V continue in \d} 6], il noto teorema di
C. CARATHEODORY di esistenza per i sistemi di equazioni differen-
ziali ordinarie, in forma equivalente all' originaria, puó enun-
ciarsi come segue :

(C) Sia f una funzione da [a, b] x Va V-i1) verificante Ie con-
dizioni :

1) Per ciascun y € V la f(x, y) è una funziône di x misurabile
in [a, 6] e per ciascun x G [a, b] la f(x, y) è funzione di y con-
tinua in V (*).

2) Esiste una funzione reale M(x) non negativa, sommabile in
[a, b] e taie che per ogni (x, y)€[a, b] x V (3) sia |j f(x, y) \ \ < M (x) (4).

In tali ipotesi, comunque si consideri vj Ç V, esiste almeno una
y € <B[a9 b) taie che per ogni x € [a, b] risulti ;

(1) y{x) = -n+jf\t,y{t))dt.
a

Consegue immediatamente che y è funzione da [a, b] a V asso-
lutamente continua in [a, b] taie che y(a) = r\ ed y' = f(x, y) quasi
ovunque in [a, b].

(1) Se E ed F sono insiemi generici diciamo che f è una funzione da
E ad F se f è definita in E ed assume i suoi valori in F.

(2) Come di consueto, diciamo che una funzione da [a, b] a, V è, in [a, Ô],
continua assolutamente continua, misurabile, sommabile ecc. se altrettanto
accade delle sue componenti.

(3) Con notazione molto diffusa se E ed F sono insiemi generici con
EXF denotiamo il loro prodotto cartesiano cioè l 'insieme delle coppie ordi-
nate (x, y) con y Ç E ed y £ F.

(4) Se è v Ç V e vt, v%,..., vp sono le componenti di v poniamo
\is
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2. Il teorema di CARATHEODORY è suscettibile di una elementare
generalizzazione se nel suo enunciato la proprietà 2) si sostituisce
con la seguente :

2') Per ciascuna y € &{a, &), fo ÂV 2/(^0 e sommabile in [a, b]
X

ed, al variare di y in £>(a, fc), V j f(t, y(t))dt descrive una famiglia
a

di funzioni da [a, b] a V equiassolutamente continue in [a, b] (5).
Notiamo che la 2) ixnplica la 2') quantunque, in generale, non

si possa affermare che la 2') implichi la 2).
Ciö osservato, dimostriamo 1' asserto, usando un noto procedi-

mento di L. TONELLI (6), mediante la costruzione di una succes-
sione (yy) di elementi di 5(a, b) attraverso la quale perverremo ad
una soluzione della (1).

Fissiamo comunque il numero naturale r e, posto Sr = —

ed Xi? = a -+- kor per k~ 0, 1,..., r, assumiamo la funzione yr da
\a, b] a V con la seguente definizione :

ijr(x) = >i per 4 r ) < "as < 4 r )

per »ir> < x <: 4r>

Consegue, con oyvie considerazioni, ohe è yr € <B(a, b) e che per

(5) La ^ è una famiglia di funzioni da [a, 6] a F equiassolutamente
continue in [a, b] se, per ogni numero reale e > ^ esiste un numero reale
5£ > 0 tale che, se [a&, b^] (fc = l, 2,..., q) sono interyalli contenuti in [a, 6],

a due due disgiunti e se è 2 (6t — aA) < Öe per ogni u £ <F,. risulta
q f
2 i [| v(x) || to > E : ciö accade, come è noto, se e solo se Ie component!

fc=l J
ak

di ugual indice degli elementi di W descrivono famiglie di funzioni reali
equiassolutamente continue in [a, ft],

(5) Tale procedimento, del quale ei sembrano veramente notevoli i van-
taggi di semplicità rispetto al procedimento originario di CARATHEODORY
si trova in : L. TONELLI : Sulle equasioni funsionali del tipo di Volterra.
« Buil. of the Calcutta Math. Soc. », 20, (1928), pp. 31-48.
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as—S r

ogni x taie che x{p < x < x J.r) = ö, si ha #r(x) = •/]+ ƒ(£, yr(t))dt
per ogni r == 1, 2,.... a

Per ciö e per la 2'), si riconosce che (yr) è una successione di
f unzioni da [a, 6] a V equiassolutamente e quindi equicontinue in
[a, b] mentre, ovviamente, per ogni r = 1, 2,..., si ha ||2/r(a)|| = ||*] ||.
In conseguenza, le funzioni délia successione ( j | yr \\ ) sono equili-
mitate in [a, b] e quindi sussiste il teorema di ASCOLI-ARZELÀ
in forma vettoriale onde esiste una successione crescente r1, r%,...,
rn,..., di numeri naturali taie che la successione (yrn) sia unifor-
memente convergente in [a, 6] verso una certa y € (£(a, b),

Sia a <Zx<Çb : esiste un numero naturale nx taie che per
a54

(rn} < x < b : per n> nx, dunque si ha yrjx) =

f t , ym(t))dt donde, es-
a a œ

sendo nullo il limite per n —+- oo dell' ultimo integrale a causa di
2'), consegue la (1).

3. Seguendo un procedimento riportato da E. J. Me SCHANE :
Intégration, « Princeton Univ. Press. », (1947), p. 342 (68.3), possiamo,
ulteriormente, sostituire la proprietà 2') con la ineno restrittiva :

2") Per dasettn y G @(a, b) la funzione f(x, y(x)) è sommabile
in [a, b]. Esiste inoltre, una funzione reale cp continua, positiva e
non sommabile sulî'intervallo [0, -H oo) (costituito dai numeri reali

non negativi) e taie che, al variare di y in <g(af b), V /<p( [| y(t) || )•

•\\f(t, y(t))\\dt descriva una famiglia di funzioni reali equiassolu-
tamente continue in [a, b].

Posto Sy(x) = cp ( II y(t) || ) || f(x, y(x))\\, notiamo preliminarmente

che, in conseguenza di 2"), al variare di y in <£(a, b) 1' f Sy(t)dt
a

descrive un insieme numerico limitato superiormente. Invero la
2") implica che scelto comunque il numero reale s >> 0, esiste il
numero reale 8 e > 0 taie che se \ak, bh] (k = 1, 2,..., q) è un qua-
lunque sistema di intervalli contenuti in [a, b], a due a due di-

q
sgiunti e tali che sia 2 (&* —aA)<8E , per ogni y € <2(a, b) risulta

fei
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2 \Sv(t)di<.t\ decomposto [a, b] in intervalli parziali [xky
k=i f *

ak

(Je=l, 2,... , v) a due a due privi di punti interni comuni tutti di
b xK+i

ampiezza minore di 8e, risulta j Sy(t)dt = 2 i Sy(t)dt <VE-.
J k=XJ

a arfc

b

Si conclude cosï che l'j Sy(t)dt al variare di y in (B(a, b) descrive
a

un insieme numerico limitato superiormente e del quale denotiamo
con M l'estremo superiore.

Ciè notato, poichè la cp(2) non è sommabile in [0, -+- oo) essa non
è sommabile in [ || TJ || H- 1, -+- oo) e quindi esiste il numero reale

N b

positivo i V > |] v) H H- 1 taie che I y(t)dt > M > j Sy(t)dt per ogni

i
y € <2(a, 6).

Consideriamo, dopo ciè, la funzione 8 da V a V ottenuta

ponendo §(y) = y per || t/1| < ^ e jy^jj

immediato riconoscere che 6 è una funzione continua da M a V e
che per ogni y€V risulta || §(y) \\ <iV.

Poniamo g(x, y)= f(x, Q(y)) per ogni (au, 2/) G [a, 6] X V. La gf
Terifica la condizione 1) : dimostriamo che essa verifica anche la
2'). All'uopo, detto 4> il massimo délia funzione continua positiva

-777 neirintervallo chiuso [0, iV], per ogni y G <£(«, 6) e per ogni

xc € [a, fc] si ha :

n^(x, y)\\ = \\f(x,

e quindi, per essere valida la 2") la g(x, y) verifica anche le con-
dizioni richieste alla f in 2').

Consegue che, per quanto stabilito al n. 2, esiste y G (£(a, b) taie
che t/(a) = v) ed ^/' = g(aî, 2/) quasi ovunque in [a, b] essendo y asso-
Jutamente continua in [a, 6].

Ora, è immediato stabilire che è || y(x) \\<N per ogni x €[a, &].
Supponiamo, al contrario, che sia |] y(x) [| > i\T per qualche

• xk[a, b]. Poichè è 112/(̂ 11 = 117)11, .||7)|| + l < 2 \ r ed \\y\\ è una
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funzione reale continua in [a, &J, esistono in [a, b] dei valori, dei
quali a dénota il massimo, per i quali si ha || y || = || v\ || •+• 1 ed
esistono in [a, b] valori, dei quali p dénota il minimo, per i quali
si ha || y \\ = N. Ovviamente è a < p e per x 6 [a, p], || rfa) \\ -+-
H- i < 2/(x) ̂  N.

Ciö osservato, per x € [a, (i] si ha g(y, y(x)) = /(se, ^(x)) e, per ciö

2 y^^l= 1 y{h)fm{x,y) (essendo #(1>, 2/^j..., t/(i" ed /(1), p . . . ,

fp), le componenti rispettivamente di y e di f). Per la disugua-

glianza di CATJCHY consegue < 11 V II ||/(«, y) II e quindi

~j~\\y II ̂  II t(x* y) II q u a s i ovunque in (a, 6]. Richiamato il teorema

di cambiamento di variabili negli integrali (secondo LEBESGTJE)
délie funzioni di una variabile reale, si deduce :

.N' g ' p . & 2v

ƒT(Q(« = yV( II y(t) II ) ̂ ^ àt <jsy{t)dt < ƒ
llmll+l a • " a a 11*011+1

il che è assurdo.
Dunque è escluso che sia || y || > N per qualche icÇ[a, 6], Con-

segue per ogni x € [a, 6], g(x, y{x)) = f(x, Hy{x))) = f{x, y[x)) e per

ciö, dalla y(x) = '/\ -+- / ^ , y[t))dt consegue la (1).


