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Integrali generali delle equazioni differenziali cui soddisfano
polinomi che generalizzano altri classici ed i loro associati.

Nota di GruserPE Parami (a Lecce)

Sunto. B contenuto nella breve introduzione che segue.

In questo Lavoro si danno le derivate e le equazioni differen-
ziali di due polinomi che generalizzano rispettivamente i polinomi
di LAGUERRE ed i loro associati, ed i polinomi d’HERMITE ed i
loro associati. Delle dette equazioni differenziali si danno inoltre
gli integrali gemerali. ‘

§ 1. - Polinomi che generalizzano i polinomi d’ Hermite
ed i loro associati.

1. In questo Lavoro si generalizza la formula stabilita recen-
temente da L. Toscaxo (')

(1) G'us(@) = H, () — G(),

‘(1) Polinowii associati a polinomi classici, « Riv. Mat. di Parma », 4,
(1953), pp. 387-402.
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in cui al solito si indica con H,(x) e G,(x) rispettivamente il po-
linomio d’ HErMITE (per il quale si ha H,'(x) = nH,_,(x)) ed il suo
associato. In questa Nota poi per lo pit si scrive F'(x) invece di
dF(x)/dzx.

In un Lavoro precedente (*) abbiamo studiato i polinomi H»#(x),
che generalizzano i polinomi &’ HERMITE ed i loro associati, cui si
riducono, rispettivamente, per # =0, » =1, e per i quali vale ad
esempio la seguente formula che c¢i occorrerd in seguito

2)) Hypla) = H™ p{c) Hy(2x) — nH? 10—V ) Hy1(2).

2. La
(12) ad;; Hr»p—Yg) = H»—1,p(x) — Hn (),

che generalizza la (1,) (cui si riduce per n=1) e la

ar

' L NG o

che generalizza alla sua volta la (1,), si dimostrano agevolmente
con il metodo d’induzione completa.

3. Si verifica poi subito che all’equazione différenzia-ie
(1,) &’ + w2’ + (n + 1)z = 2uHy—1(x),
¢ a ciascuna delle due seguenti altre
(2,) ' — xuw’ + (p + B)u = 4H3P—1(x),
(3a)  @'u’ + (o — )’ + [(p + 1)o* + 2w = 2p[aH,(x) + H,_,'x)]=
= 2p[(p + 1) H,—,(x) + H,4,()]

soddisfano rispettivamente Gn_i(x) (}) ed H2r—1(x).

4. I’ equazione differenziale invece cui soddisfa
u=H»+1.r=Y(z),
si ha a mezzo della sostituzione ad y, nella
Y —wy +(n+ply =0,
(?) Polinomi pin generali di altri classici e dei loro associati, e rela-

zioni tra essi. Funsioni di seconda specie, « Idem », 4, (1953), pp. 363-386.
() Cfr. L c. in (1), p. 398.
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del valore di H,, ,(x) dato dalla (2,). Si ha cosl
(1) »H,_ (2"’ +nBu' +np+ HH,_ ()t +A4,,, ,=0, n>0,

in cui B, e A,,,, sono due polinomi di gradi uguali ai rispet-
tivi indieci, dati da
B, = (n —1)H,_;(x) — H,(x),
Aptp—2 = 2Hn(@)[nH™ #(x) — (1 + p)H"—12(x)] +
“+ 2Hy pa(@) H 1 pi(@) — Hrp+i(z)],

Dalla (1,) per n =1, segue la (2,).

5. Avvertiamo una volta per tutte che, in questo e nei NN.
successivi, si indicano con A e B delle costanti arbitrarie cui
eventualmente si conglobano altri fattori cosfanti.

Per trovare l’integrale generale della (1,) si ponga in essa

— p—aile
z2=e %"y,
si ha cosl

(1;) w”’ — xw' -+ nu = 2ne* H,_ (x),
un cui integrale particolare &
U = e¥ /an—l( )
Pertanto 1’integrale generale della (13), se h,(x) & la funzione
&’ HErMITE di 2% specie, & '
2,) # = Ae—*"H (x) + Be—=h () + G,_,(x,

cui pud darsi la forma

n
dax”

Un integrale particolare, da segnalare, si ottiene dalla (2;) per
B =1 qualora si tenga presente la

hofo) = H,(a)ho(x) — 2 G,,_, ().

2= 5—[e=*"(A + Bhy®x)] + G, ,(x).

Si ha cosl
dlle_m /2

2 =4 + hy(x)le—"H,(x) = 4 + (= 1@ =

6. L’integrale generale della (2;) & invece

u = AHp3(x) + Bhpis(x) + H2P—(x).
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7. Per trovare l’integrale generale della (1,) poniamo nella
Y —ay + (n+ply =0,
y = nH,_,(xu,
ed abbiamo '
nH,_ (@)’ + n[n — 1)H,_,(x) — H,(x)]Jw + n(p + 1)H,_,(@)u = 0.

Pertanto 1’integrale generale della (1,) &

L .
= gy [AHnt2(@) + Blins p(a)] + B2 (z).

Se in quest’ ultima si muta B in B/n e si fa 4 —=1/n, si ha a

mezzo della (2,), il seguente integrale particolare

: V
= i V@ H(@) + Bl ipl@))

8. Se nella
a0 + x(xt — 20" + [(p + V)&® + 2]v =0,

si pone
v =uxt,
si ha
"+t + (p+ 2}t =0,

il cui infegrale generale &
t = Ae—=""H, (x) + Be~*"hyi1().
Pertanto I’integrale generale della (3;) &

(1) u = Ae—"PaHp 1 () + Be—xhy 1(x) + H2 0 x) =

dapit 2, 9 o1
= xdmi [C’(w}e—w ] + H%p— ({X}),

ove
C(x) = A + Bhy(x).
Se nella (15) si fa B=1, poiche dalla (2,) si ricava per n =1
Hp-y1(@hy(@)e—=" = why 1@l + Ho2-1(a),
un integrale particolare della (3;) & dato da

” . . dprle—a'h
% = Hpi(@)e=="(I(x) + A2) = (— )P4z + hy(®) ~g—
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§ 2. - Polinomi che generalizzano quelli di Laguerre
ed i loro associati.

1. Due equazioni differenziali cui soddisfano rispettivamente i
polinomi P 2:p—I(g), Pentlp—lx) (ove PxmpP(x) sono i polinomi
che generalizzano sia quelli di LAGUERRE che i loro associati (*),
(cui si riducono rispeftivamante per n =0, » =1) sono le seguenti

(1) (e Lau” + (x + 1)Cu + (x + 1)(p + 1)u = 4CL e+ (x) —
— 4 Cx — «) + x]e’ — 4Cz,
ove
2= P»LP(x)= Purilx), C=o+ 1 — x,

essendo P p(x) il polinomio associato al polinomio di LLAGUERRE ;
2,) Dy L' ((@ju” + Dy Tnstt’ + D(p + LD (a)u =

= wL @) + Tnz' + pLP(x)z,

in cui
Dp=220 Tn= — 20 (@) + a4+ 1~ 2)LPa), 5= Pom(a).

Si noti che la (2,) per » =0, n =1 si riduce rispettivamente
alla equazione differenziale dei polinomi di LAGUERRE ed alla (1,).

2. Non sembra si possa dare forma molto semplice perd alle
formule relative alla derivata prima di P ».p(x).
Ricordiamo perd che altrove (°) abbiamo sta'bilito la
(% 4+ )P P'(x) = (2 + n)Poe—L () — (x + 1)Patl n(x),
e dimostriamo ora qui la seguente altra
(L,) @Po?(x) = (p + 1)Pe~1p+(x) — Ly w).
Pertanto notiamo innanzi tutto che, derivando la nota formula (%)

%+1)

@) ) = L@ (@) + =

e*x—2P%p(x),

(4) Cfr. l.c. in (%).

(°) G. PALAMA, Relazioni integrali tra le funzioni d’ HERMITE e di Lia-
GUERRE di prima e di seconda specie, e su dei polinomi ad esse assoctati,
< Riv, Mat. Univ. Parma», 4, (1953), pp. 105-122-

(6) Cfr. L c. in (?), formula (8,').
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(ove l;,“’(x) & la funzione di LAGUERRE di 2* specie), tenendo pre-
sente che I (x) = — I1(x), 1a stessa (2,) e che inoltre (7)

@x

r 1 x
1) = (:/%) [a;:+l dx, «<<0, « finito qualsiasi

0

Ta+1) e

() () — i
P2 {o) = Vos et idem ,

si ha
@ P®P'(x) = (o — 2) P2 P(w) — (2 + 1)Pr+l p—(x) + L) — Li(w).

Se ora eliminiamo (x — a)P»?(x) — (« + 1)Pa+1.2—1(x), tra la pre-
cedente e la nota formula (¥
a(x 4+ 1)P2+1,p=1(x) — a(x — x) P2 P(x) = — (p + 1)xPz—1p+H(x) +
+ (@ + w)L;,“fll’(x) — (@ — 9L (),

si ha appunto la (1,).

Ecco invece una formula relativa alla derivata prima di
_P“y”yp(x)

xPa %2/ (x) = — (x + n)P>+1 % 0—1(x) + 2p P+l n—1,9(x) —

— nPat1ln=1,p+(x) + (x — x) P ™ P(x).
3. Altrove (°) abbiamo visto che P=n(x) & integrale particolare
della
(15) 22" + (@ — o« + 1)’ + (1 + 1)z = 2LE V().
Ora per trovare I’integrale generale della (1;} poniamo, nella

xy’ + (x —ax + L)y +ny =0,

Y = x—%e%z

(") G. PaLaMA, Funzioni di LLAGUERRE di¢ 2% specie, « Boll. Un. Mat.
It.», 8, 5, 11950), pp. 72:77, ove, la formula relativa a l‘_"_’1 del testo, & data

senza il fattore —

V 2n '
(8) Cfr. L. c. in (5).
(°) Cfr. L. c. in (5).
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ed abbiamo cosl che
2’ + (@ —a+1) +(n+1)2=0,
ha, per « non intero, 1’integrale generale
2 = Am“e‘"fL(,f‘)(m) + Boc“e-wlif‘)(x).
Pertanto I’ integrale gemnerale della (1,) &

# = wre— AL\ () + Bl x)] + Poniz) =

dar
= o [@t7e=2(4 + BIP(@)] + P=n(a).

4. L’ integrale generale della (1,) &
u= ALY (@) + Bl (x) + Po22—(2).

b. Per trovare infine I’integrale generaie della (2,), poniamo,
nella

L ()’ + Ty’ + (p + NI (xyu = 0,
t= Lif‘ll(w)“
ed abbi»amo
2t + (e —x+ 1)t +(n+ p)t=0.

Pertanto 1’integrale generale della (2,) &

1
(15) W= )[AL;“}rp(x) + BIZ) (a)] + Pl 0—1(z).
n——l

A mezzo della nota formula (1)

n+1 n+1
w e Lal@) - p L @)L () = o P p(@) L7 a),
w+1 . . —
dalla (1;) per 4 = e S ha il seguente integrale particolare
della (2,)
1 n-+1
n, (=)
L"‘) (@) Lc T DY R@ Ly (@) + B @) -

(19) Cfr. L c. in (2).



