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Sui polinomi di Jacobi e ultrasferici.

Nota di LETTERIO TOSCAISTO (a Messina)

Sunto. - Si ricava una nuova formula di passaggio dai polinomi di JACOBE
a quelli ultrasferici, e, con applicasioni, si prova la sua utilité.

1. È noto clie i polinomi ultrasferici

discendono da quelli di JACOBI

mediante la formula

Con questa un polinomio ultrasferico viene espresso come pro-
dotto di un polinomio di JACOBI per un fattore funzione del solo
parametro. Mentre talvolta puó necessitare una espressione dello
stesso tipo col fattore funzione della sola variabile fondamentale.

In questo secondo ordine di idee presento qui la formula, che
non mi risulta nota,

(2) P^'(cos 6) =

con
cos 6 — Si sen 0
cos 6 -i- i sen 6 *

E faro vedere che essa ha un ruolo non meno importante della
(1), e che puö anche condurre a nuovi risultati.

2. I n una memoria di E. GTOURSAT (2) si trova la seguente for-
mula di trasformazione per funzioni ipergeometriche di GrAUSS

(*) E. G-OURSAT, Sur V équation différentielle linéaire qui admet pour
intégrale la série hyper géométrique, Annales Éc. Normale supérieure, (2),
supplément au. T. 10, (1881), pp. 3-142.
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Poniamo

1 — 0 2 i sen

ovvero

2 cos 6 -4- i sen 9

cos 9 — 3é sen 9
. "~" cos 9 H- i sen 9

Introducendo nell' ultima relazione i polinomi ultrasferici e di
JACOBI si ottiene

(2X, n)(2X, n)

e quindi la (2).

Stabilita la (2) si puö subito osservare che, sostituendo 6 con
— 6, alla variabile z si deve sostituire la sua coniugata z, e che
si ha pure

(2') Pjftcos 6) = e- i n 9P^-1 ' -w-x>(i).
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Inoltre dalle formule (2) e (2') si deduce, eseguendo il prodotto,
Paltra formula degna di nota

(3) [PlX)(cos 6)]' = P f -1 ' ~n'x\z) P f - 1 ' -w"x>(5).

3. A pro vare Patilità delle (2), (2'), (3) valgono Ie considerazioni
di questo paragrafo e dei successivi.

Come applicando la (1) a sviluppi in serie del tipo

si ottengono i corrispondenti per i polinomi ultrasferici, con ana-
logia — e non meno rapidamente — si possono ottenere gli stessi
risultati applicando la (2) o (2') a svijuppi del tipo

o
Naturalmente, cosï facendo, si allarga il campo di applicazioni

di tali ultime serie.
Ad esempio consideriamo i due sviluppi (*)

) = (i - tf (i - *

*
) o -

Facciamo in essi a = 2\ — 1, p=: — X;

cos 6 -+- %i sen 0
x = r : per il primo

cos 6 — % sen 6 r r

cos Ô — Bi sen Ô
x — •

cos ö -+- % sen

Dal primo si ha con la (2')

-z per il secondo.

2n t
neMP%\eoB 6) = (1 - t)~x(l

e, sostituendo t con te~^, si conclude

(cos 6) = (1 _ <e-«)-Ml

) H- ^ ] - ^ = (1 — 2t cos 6

(*) E. FELDHEIM, Relations entre les polynômes de Jacobi, Laguerre et
Hermite, Acta Mathematica, 75, (1942), pp. 117-138.
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Dal secondo segue con la (2)

1 * ~2i
cos 6) =

e, con t ss te*6,

^ P^(OOB 6) = e«»-« iJfpi(x ; 2X ; 2^ sen 6).

È poi noto sulle funzioni di BESSEL che

2 r ( x + ) w

e risalendo si ritrova l'altro noto risultato

4, II polinomio di JACOBI che si présenta al secondo membro
della (2') si puö trasformare con Fapplicazione délia formula (3)

a ' = _ 2n — a — p — 1.

Si ha

lf1-—>•> ( ï ) =

= (— 2* sen Óf e*«ep£-*-*' ~w~x ) (— * ctg 6).

Per la (1) segue

Inoltre

( - n - X n - l , ») = (^1)»(X, w)

(._ 2^ — 2X + 1, n) = (— 1)"(» H- 2X, n).

(3) a. SZEGÖ, Orthogonal Polynomials, ISTew Jork, (1939), p. 63.
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E quindi, con la (2'), si conelude la seguente formula, troyata
per altra via e in altra forma da A. ANGEiiESCO (4),

P^ (cos 0) = o . (~ 2i sen 6)n-P* (— * C^E fy*

5. In un lavoro di W. N. BAILEY (5) si trova la formula sul
prodotto di due polinomi di JACOBI ad argomenti diversi

n ) n \y) n \

* o'»(a-*-i, W) (PH-1 , m)(w —m)! \ 2

Posto o c z = 2 X ^ l , p = — w.— A, i c = 0 , y = s9

da cui x -+- y = 2(1 — 4 sen* 6), x^/ = 1 •+• 8 sen2 6,
si ha per la (3)

e semplificando

,4) [P?(M. .]•= i j Î

Prendendo invece Ie mosse dallo sviluppo in serie (6)

-Aa, 6; c; «J^a, b; e; y ) - , l j

• %Fx{a -+- w , b -f- m ; c -+- 2m ; x ~h y — xy\

(4) A. ANGBLESCO, Sur des polynômes généralisant les polynômes de
Legendre et d'Hermite, Thèse - Gauthier - ViJlars, Paris, 1916.

(5) W. ~N. BAILEV, On the product of twor Legendre polynomials with
different arguments, Proceedings of the London Mathematical Society, (2),
41, (1936), pp. 215-220.

(6) L. T o SCAN o, Formule di trasformasione e svîluppi sulle* funçioni
ipergeometriche a due variabili, Annali di Maternât;ça pura ed applicata,
(IV), XXXIII , (1952), pp. 119-134.

u
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1 — x 1 — y
oon a = — n, o - w + a + P + l, c = <x -4- 1, x ss—^— , y s=—o >
dopo oppurtune semplificazioni si ottiene un'altra formula sul
prodotto di due polinomi di JACOBI

\ 2 j V 2
(«+2m, p) (xy-hx + y— 1

In questa facciamo ar=2X — 1, p = — w — X, x = 2;, ï /=rï, e
applichiamo la (3). Si ha

{X> (COS 6 )1 2 - f ^

E poichè

y }

(2X
y } ~ (n-m)\

si conciude che

(5) [ P « (cos 0)]« =

1 " (— D"(X, m)!(2X -+- m, n - m) (2X -t-2m, n - m)

Se ^ = Ö questa ultima si specializza per i polinomi di LEGENDEE.

B poichè

/ l \ _ (2m)l

: • < ^ n ' ( ) !

(iH + i, «-«.)= i j n

si ottiene

(6) [ P w (cos 9)]* = 1 . - ^ y , ( H _ m ) |

Le (4), (5), (6) non mi risultano note. Le (5) e (6), per quanto
semplici, si possono presentare in altra forma piü espressiva, in-
troducendo la funzione ipergeometrica %Ft di
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Si ha
F(2X H- n -f- m)

(2X + 2m "*»)= =

(2X, n-*~m) (2X, ^)(2Xn-t^, m
~ (2X,

per cui

(X, m)(x+g, «ij

+ |", m){2\ m)m\

e in conclusione

Nel caso particolare dei polinomi di LEGESTDBE vale la

(6') [P„(cos %)Y = 9Fs(—n, w + 1, l; 1, 1; sen*

Le (5), (5'), (6), (6') sono notevoli per la loro semplicità, e potreb-
bero rivelarsi utili.


