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Una osservazione sulle funzioni maggioranti
delle serie di potenze di norma finita.

di G-IOVAISTLSTI E I C C I (a Mil an o)

Suiito. - Si studia Vandamento, per r —* i—, della fun&ione H\an\r
n

maggiorante della funzione f (a) = 2 a«zn ( | z | = r), regolare per | z | •< 1,
nelVipotesi che 2 | art |

2 sia convergente. Si dànno complementi a un
teorema classico di GK H. HARDY secondo il qnale \/l — r 2 | an | r

n —» 0,
indagando sul modo di scegliere delle funzioni cf(1/(1 — r)) molti-
plicatrici che rendano positivo il Hm sup e il lim inf del prodotto

—r)) 2 | a* | r«.

1. Sia f(z) = S anz
n convergente (almeno) per | z \ < 1 e poniamo :

o
/ —r i S 1 6^ T^~ ^0*6

M (f ; r) = Max | /(s) | (massimo modulo),

1/2

— j S I aM IV" (media quadratica del modulo)( °
oo

; r) ==S | an \ r
n (funzione maggiorantej.

o
È evidente che

ed è noto il seguente teorema di Gr. H. HABÜY (*)
« Se | f(z) | è limitata in | & \ < 1 allora

lim VI —

e la dimostrazione stessa conduce alla seguente proposizione più
oo

forte «Se S | an |* converge (cioë se Mt(f ; r) è limitata in 0 ^ r < l )
o

(*) Gr. H. HARDY, A theorem concerning Taylor's series, « Quart. Journ.
of. Math. » 44, 147-160 (1913) : in partieolare pp. 147-150. E. LANDAU, * Dar-
stellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionen-
theorie», Berlin 1929, pp. 31-32.
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allora
lim Vl —

r—~ — i

IJO scopo di questa Nota è di segnalare ulteriori proprietà del-
Pandamento délia funzione y 1 — r 0\l(f ; r) quando r-+1 —, per
le funzioni ƒ(#), dell'importante classe cF2, per le quali la serie
oo

S | an\
2 è convergente. È conveniente prendere in esame il liminf

o
e limsup délia funzione

F(r) = |/(1 —r)

e rispondere ai tre seguenti quesiti :

a) Come si deve scegliere cp(£) - ^ H- OC affinchè esista qualche
f € cF2 per la quale lim sup F(r) = + oo?

b) È possibile e come si deve scegliere y(t) —•» -+- oo affinchè
per o^m ƒ€ ^g s i abbia lim inf F(r) = 0 ?

c) Come si deve scegliere a>(£) •> + 0 0 affinchè esista qualche
f € ^2 P e r l a quale ^(r) —̂  -+- 00 ?

Le risposte sono date dal seguente teorema.

2. TEOREMA I. - Denotiamo con Wt la classe délie funzioni
OO 'V>

= S anz
n per Ie quali S | an |

2 è convergente,
o o

(A) Sia <P(t) una funzione definita per t > 0 e tale che
—̂  H~ 00 per t ~ -f- 00 (lentamente quanto si vuole) ; allora esi-

ste qualche f € cF2 tale che

limjmp ]/(l — r) ̂ f fz :") 9î£(/ ; r) =(2.1)

(B) Sia Wit) una funzione definita per t~> 0 e taie che Pin-
tegrale

r dt_
J wJt)
1

sia divergente ; allora per o</ni ƒ € cF2 è

(2.2) Hm inf ]/(l - y) V ^ ^
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(C) Sia W^t) una funzione definita per t > 0, crescente e tale
che l'intégrale

oo

dt

sia convergente (W^t) —» -+- oo) ; allora esiste qualche f 6 ̂ 2 tale che

Bsempï : Esiste qualche / € ̂ 2 P
e r

1 - r) log log j — ~

Per ogni / 6 Wt è

lim inf 1/(1 - r) log —!— STC(/ Î *0 = 0.

Esiste qualche / 6 £F2 per la quale

- r) log j ^ ^ l o g log Y

Come conseguenza di (JB) e (C) otteniamo il seguente

TEOREMA TI. - Sia cp(£) definita per t > 0, crescente e <p(£)_*-n- oo
per £~^-i-oo. Condizione necessaria e sufficiente affinchè si abbia

00

7777; sia diver-
gente. !

3. Dimostrazione di (A). - Fissato s > 0, si scelga la successione
3

crescente | qh \ di interi qh in guisa da avere v$>{q^ >_ h1^ e,
posto
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si consideri la funzione

oo

= S o / dove an~o

1/Vn per ph^n^qh (h = 1, 2, 3,...),

0 in ogni altro caso.

Si vede che f € oF2 ; infatti

= S (l +

= S (l-t-

= 0^ S l/fcl+A = 0(1).

Yeniamo a dimostrare che raie (2.1). Per ogni h yale

0 Pu Pk

Si scelga rh = 1 — l/gA, allora è

«A

- V A )

2 —
1 - VftX

1 \-'/2
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per h abbastanza grande. Si ricava

da cui segue la (2.1), poiché <ï>(t) — -f- oo.

4. Diinostrazione di (B). - Si consideri la seguente interessante
disuguaglianza del « tipo di BIESZ-FISCHER » stabilita da Gr. H. HAE-

DT-J . E. LITTLEWOOD (2), insieme a tante altre, in una classica me-
moria sulle serie a termini positivi :

Se c n ^ 0 ( n = l , 2, 3,...) e p > l , esiste K=K(p) tale che

oo

Facendovi p_ = 2 e osservando che rWL(f\ r) == S | an
o

1 orn | > 0, otteniamo :
i

(4.1) ïr*m*{f\ r)dr < K(2) S | att |
2 = ^ J M . V ; 1)-

J ~~ ^ o

1/ ipotesi sulla funzion e ^(t), col cambiamento di variabile
= 1/(1— r), ei dice che 1' integrale

f dr
r - j —

è divergente. Se, per assurdo^ non valesse (2.2) esisterebbe S > 0
tale che per r >̂ ro(S)

(4.3) 0R^; r) > s/)/(l - r) ^ ( f - ^ y

e, per la divergenza dell' integrale (4.2), avremmo :
l - £

fr*m*{f; r)drJM2
2{f; 1) - +oo per E - 0-h

ö
e non esisterebbe la costante K(2) della (4.1).

(2) G-. H. HARDY - J". E. IJITTLEWOOD, Elementary theorems concerning
power series..,, « Joura. für Math. » 157, 141-158 (1927).

i l
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5. Dimostrazione di (C). - Si scelga la funzione crescente
Wz(t) ̂ + o o , taie che

00

r dt
-4 -OO, ƒ ̂ - ^ < + oo (convergente)

(questo è possibile (3)) e definiamo

f(z) = S a / con a0 = 0, a„ = 1/V^W (« = 1, 2,...).
0

Allora f€$rt; infatti

oo oo oo

o n ï ï
oo

< H

ï

Per ogni r, 0 O < 1, si definisca Pintero h = h(r) nel modo

3

(3) Poiiiamo r(«, fi) = ƒ ^ , /(a, p) =fj^ i ^(^ «») = c > O, e sce-

gliamo la successione ^ = 1 < t2 <C ̂ 3 <C•••• i n guisa clie sia I{t^,t^+l) =
= c/2ft. Consideriamo una successione parziale j is \ di \tk\, con T5 = #A ,
scelta in guisa che ^ ( t^ ) • s2j2s sia crescente e —i--j-oo (questa esiste poiché

cresce e - ^ + 0 0 ) . Poniamo

vt(xf) = T,(tf) .««/a», ^,(1,4.,) = Tâ(tf+1)(« -H i)«/at+i (s = i, 2,3,...)

e nell 'intervallo ^ ^ ^ ^ ^ 4 - 1 si scelga ^ W i n guisa che essa sia crescente
e soddisfacente alla limitazione, per s ^ 3 :

[per esempio Wa(«) = Min ( ^ ( ^ . s 2 ^ , ^ . (x^J ' f s - f - l ) 2 / ^ 1 ) ] . W2(i) risulta
crescente e poiché 2s/s2 —*--t-oo, il rapporto w(f) =
e inoltre .J(l9 00) è convergente : infatti

1

ƒ• to(f)^

3 , 00) ̂  4c • S l/(s -h l)2 convergente.



UNA OSSEEVAZIONE SULLE FUNZIONI MAGGIOEANTI ECC. 153

seguente
1 __ ijh <: r < 1 — Lfth -f- 1).

Allora
oo h h 1

) = 2 aHr» > S a„r" ̂  S — = =

— \

1 1
h

/ —=r (per ^ abbastanza erande)

ï V^— i

Ricordando 3a definizione di h (h ̂ 1 / (1 — r) <fe-+-1) abbiamo,
per r abbastanza prossimo a l

Per la scelta di W2(essendo W,/W8 -~+ + oo) da questa disugua-
glianza segue la (2.3).

Il Teorema I risulta cosï completamente dimostrato.


