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Suila interazione di masse in movimento.

Nota di S. MELONE (a Bari)

Sunto. - Si dimostra che, quando una massa è in movimento, viene gene-
rato nello spazio un campo vettoriale K (campo cinematico), che di*
pende dalla velocità e dalla densité délia massa. Tenendo presente la
profonda analogia che esiste tra Vequazione ottenuta per il campo
cinematico e quella che si ha per il campo magnetico generato da una
carica in movimento> si è pensato di scrivere per il campo gravitazio-
nale, una equazione analoga a quella che si ha per il campo elettrico.
Considerando poi lo spazio tempo corne sede dei campi gravitazionale
e cinematico^ si sono ottenute quattro equasioni differensiali, che li ca-
ratterizzano completamente* Da queste si deduce che il campo gravita-
zionale cinematico si propaga con la velociià délia luce e che tra due
masse in movimento si esercita una forza che è quella di Newton cor-
retta perd con Vaggiunta di un termine molto piccolo (per la presenza
del fattore l/c2j e dipendente dalla velocità délie masse. Quando esse
sono in quiète la loro interazione si riduce a quella newtoniana, che
perde pua considerarsi corne un caso particolare statico.

1. Si abbia una massa m distribuita con continuità nel volume /S
e in quiète rispetto ad un sistema di riferimento solidale con le
stelle fisse. Ad ogni punto dello spazio è associato il vettore G,
campo gravitazionale, le cui proprietà sono riassunte dalle equa-
zioni :
(1) div"G = —4TU/ÎX

(2) ro tGT=0
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ove f è la costante di gravitazione universale e f/, è la massa spe-
cifica, definita da

dm
1 ds

Se ora supponiamo che la massa m sia in movimento, detta v
la velocità dell' elemento dm, dobbiamo, accanto alle equazioni (1)
e (2), considerare Fequazione délia continuità :

(3) d i v ( ^ = - ^ .

Deriviamo la (t) rispetto al tempo :

e moltiplichiamo la (3) per 4TU/"
-^ 3a

div (4TT/JJL V) = — 4-n ~r .
ot

Sottraendo membro a membro, otteniamo :

div I 47t/[A v — —,- ) = 0

Y integrale generale di questa equazione è data da :

(4)

ove R è un vettore generico. Tale vettore, diviso per 4:itf> cioè ^ -« ,

ha il earattere di un momento sferico di quantità di moto.
Si noti ene, quando 'G è indipendente dal tempo, K dipende

dalla velocità v e dalla massa specifica [/.. Per questa ragione
chiameremo vampo cmematico V insieme dei punti dello spazio
associati al vettore K. Sicchè, quando una massa è in movimento,
occorre considerare, accanto al campo gravitazionaie G, anche il
campo cinematico SJ legati dalle relazioni

div G = — 47r/tA ; rot ~K= 4zizf\j. v — —r-.

Queste equazioni perö non definiscono completamente i vet-
tori G e K. Yiene quindi da chiedersi quali debbano essere le
ulteriori condizioni da imporre, per togliere loro ogni indetermi-
nazione. Se consideriamo che il campo gravitazionale sia ancora
conservativo, corne nel caso délia massa in quiète, cioè se pen-
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siamo che valga ancora la (2), allora ricadiamo ne] caso classico
e, implicitamente, riconfermiamo la legge di NEWTOÜST per l'azione
di due punti matériau in moto. Ma è noto che taie legge nou
riesce a spiegare perfettamente tutti i fenomeni astrouomici e che
la teoria délia Relatività genera ]e di EINSTEIN apporta una lievis-
sima correzione alla meccanica di NEWTON in modo da migliorare
in parte V accordo tra la teoria e le osservazioni astronomiche (*).
Vogliamo qui vedere se è possibile troArare una soluzione del pro-
blema, ponendoci al di fuori di taie teoria. Allo scopo supponiamo
di generalizzare la (2) ponendo

(5) T0tG = h

oye h è una costante indeterminata.

2. Occorre ora cercare il valore di h e la ulteriore condizione
da imporre a K. Per f are ciö basta supporre, conformemente alle
idee dalla Relatività ristretta, che il campo graritazionale-ciiie-
matico, abbia la sua effettiva sede nello spazio pseudoeuclideo
quadridimensionale di metrica pseudopitagorica :

(6) dst = dx* — {dxx
% •+- dxt* -H dxB")

x0 = et e x{, x2> x^, sono le tre coordinate cartesiane ortogo-
nali (c essendo la velocità délia luce). In questo spazio dovremo
rappresentare il campo graTitazionale-cinematico mediante rela-
zioni che abbiano carattere invariantivo rispetto aile trasforma-
zioni di LOBENTZ. Basta allora introdurre tensori spazio-temporali
legati da relazioni che traducono le equa^ioni (1), (4), (5). Conside-
riamo dunque il tensore doppio emisimmetrico r a p , le cui compo-
nenti sono legate a quelle dei due vettori G e K nel modo se-
guente :

(*) Ihfatti i disaccordi più notevoli tra la teoria newtoniana e le osser-
vazioni sono: gli spostamenti del perielio di Mercurio, del no do di Venere,
del perielio di Marte (px'obabile) ; Taccelerazione secolare délia luna e Tac-
celerazione délia cometa d'BNCKE (cfr. CHAZY? La théorie de la Relativité
et la Mécanique céleste, Grauthier-Villars, p. 183). Di taïi disaccordi la
teoria délia Kelatività generale riesce a dare una spiegazione perfetta
solo per lo spostamento del perielio di Mercurio.

(2) Taie relazione ci è suggerita dalla profonda analogia formale che
osiste tra il campo gravitazionale G ed il campo elettrico E e tra il
campo cinejnatico iîT e il campo magnetico H.
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Consideriarao inoltre il quadrivettore P definito da

(i = 1. 2, 3)

che rappresenta la distribuzione délia materia nello spazio e nel
tempo.

Le equazioni (1) e (4) sono allora riassunte dalla equazione
tensoriale :

mentre per T equazione (5) si ottiene :

In tal modo rimane determinata la costaute h, che prende il
valore l/c2, e rimane implicitamente imposta anche una ulteriore
<3Oiidi7iione al vettore Ky che finisce cosi per essere Gompletaniente
determinato. Infatti la (10) dà origine a delle equazioni scalari
che^ nel riferimento cartesiano, diventano :

c dx3 c dxl c dx^

'èx% dx3

dxl

Ora effettivamente la prima, la terza e la quarta delle prece-
denti equazioni sono Ie proiezioni sugli assi coordinati dell' equa-
zione

(5')
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mentre la seconda puö scriversi sotto forma

(11) divJ?=0.

Il confronto délia (5') con la (5) ci permette di assegnare
alla costante h, corne è stato detto, il valore

* .
c-

mentre la (11), imponendo la condizione di solenoidalità al campo
cinematico, finisee per togliergli ogni arbitrarietà. Pertanto nello
spazio ordinario il campo gravitazionale-cinematico viene comple-
tamente desçritto dalle equazioni

d i Y ^ = — 4rr [/. div K= 0
(12) _ _r0t ̂ =4 ï rOt T V \
le quali, corne abbiamo visto, nello spazio-tempo sono riassunte
dalle due equazioni

(13) ifp = - ^fh ; e8T«PraP/T = 0.

Esse possono consïderarsi corne la estensione délie equazioni
(1) e (2) al tensore gravitazionale-cinematico. La prima, infatti,
esprimendo che la divergenza del tensore graritazionale-cinema-
tico è proporzionale alla distribuzione délia mafceria, è analoga
alla (1); mentre la seconda, esprimendo la irrotazionalità del ten-
sore gravitazionale-cinematico, è l'analoga délia (2). In altri ter-
mini le due equazioni (13) traducono per il campo gravitazionale-
cinematico nello spazio-tempo le stesse propriété di cui gode il
campo gravitazionale nello spazio ordinario.

8. Dalla condizione di solenoidalità trovata per il campo cine-
matico si deduce che è possibile trovare un yettore P (potenziale
vettore) per cui si abbia

(14) K— rot H

Tenendo presente la terza délie equazioni (12), si ha



SÜIXA INTERAZIONE Dl MASSE IN MOVIMENTO 73

e quiiidi possiamo introdurre uno scalare B (potenziale scalare),
ponendo

(15) G ~ —t —, = — grad B

(nel caso statico, d P jdt = 0, B si riduce al noto potenziale gravi-
tazionale).

Le equazioni (14) e (15) f anno vedere che il carapo gravitazio-
nale e quello cinematico si possono ottenere per seinplice dériva-
zione dei potenziali gravifcazionali-cinematici P e 5 , i quali, in
verità, non sono determinati in modo unico.

Per togliere loro ogni arbitrarietà basta imporre la condizione :

(16) -^ dB
P

che viene suggerita dall'analogia ai potenziali elettro-magnetioi.
Dalle equazioni (12) e dalle (14), (15) e (16} si ricavano Ie altre

(17)

(18)
3* 7?

e da queste, in base alla teoria dei potenziali ritardati, si otten-
gono Ie espressioni

(19) P = /

r —

v dm

7xV
dm

r — r x v
t— -

Ove il vettore r indica la distanza dell7 elemento dm della
distribuzione di massa data al punto P in cui si voglion calcolare
i potenziali; inoltre i valori delle funzioni integrande che vi fi-

v
gurano vanno presi all'istante x = t . Ciö dipende dal fatto
che Ie azioni gravitazionali-cinematiche si trasmettono con la ve-
locità della luce, corne si vede dalle equazioni (17) e (18).

Nel caso in cui la massa m in movimento sia distribuita in
un dominio spaziale molto piccolo, si puö ammettere in via ap-
prossimata che Ie funzioni integrande, che compaiono nelle espres-
sioni dei potenziali, assumano valore costante ; per cui i potenziali*
prendono le forme più semplici :
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{20) mv

r —
r xv r x v

c

4. Accanto alla distribuzione di massa m in moYimento consi-
derata all'inizio di questo lavoro, consideriamo un'altra distribu-
zione di massa ilf, descritta dal Yettore quadridimensionale ƒ*, con

/• = p; ? = ?% (< = i, 2, 3)

oYe p è la nuova massa specifica e u è la nuova Yelocità dell'ele-
mento dM,

Componiamo ora il tensore Va$ col Yettore j * ; otteniamo il
vettore dello spazio tempo

Nel riferimento cartesiano spaziale esso si scinde in

- G"
(21)

JC0 è uno scalare e rappresenta la potenza delFelemento dM nel
campo gravitazionale G, prodotto dalla massa m; il Yettore L in-
Arece rappresenta la forza .ponderomotrice cui è sottoposto l'ele-
mento di mnssa dM da parte délia massa m in movimento. In
particolare se le distribuzioni di massa date si riducono a due
punti materiali A e B di massa rispettiyamente m ed M, la forza
cui é soggetto il punto B da parte di A, quando ambedue sono
in moYimento rispetto al sistema di riferimento prescelto, e data da

(22)

Si Yede immediatamente che nel caso in cui i due punti stanno
in quiète rispetto al sistema di riferimento, la loro interazione si
riduce a!t quella newtoniana. Perciö si puö ritenere che la legge
di NEWTON sia un caso particolare (statico) délia espressione del-
l'azione che si esercita tra due masse qualsiasi in movimento,
azione data dalla (2*2).


