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RECENSTONI

SALVATORS PINCHERLE, Opere scelte, a cura della Unione Matematica
Italiana, Edizioni Cremonese. Roma 1954, volume I, pp. VI-397,
L. 3.500; volume II, pp. 493, L. 4*5°°-

,Nel 1953 ricorreva il centenario della nascita di SALVATORE PINCHERLE; e un
gruppo di Suoi discepoli pensö di celebrare quella ricorrenza, pubblicando una
selezione delle Memorie scientifiche più caratteristiche e significative del Mae-
stro. Il prof. Sansone, avuta notizia di tale proposito, vi aderi con entusiasmo e
volle che la progettata pubblicazione si effectuasse sotto (gli auspici e a cura
della Unione Matematica Italiana, della quale il PINCHERLE fu, nel 1922, il fan-
da tore e poi, fino alla Sua scomparsa (1936), Tilluminato e attivissimo Presi-
dente. Alla iniziativa si associarono, anche con generosi contributi flnanziari,
l'Aocademia Nazionale dei Lincei, l'Accademia Benedettina lelie Scienze di Bo-
logna, queirUnàversità, quella Faeoltà d'lngegneria, quell'Istituto Matematico,
che si fregia del nome del PINCHERLE, Ie Case Editrici Zanichelli e Cremonese,
nonchè una numerosa schiera di antichi discepoli.

Il compito di realizzare l'impresa fu dalla Presidenza deU'U.M.Ï. affidata
ad un 'Comitato costituito da G. Belardinelli, S. Cinquini, D. Graffl, A. Mam-
briani, L. Onofri e da me; e, fin dalTinizio, il grave ufficio di curaie la pubblica-
zione fu più particoliarmente -deferito al Mambriani, conoscitore profondo del-
Topera del Maestro.

Come iben si comprende, questo Comitato si trovö di fronte ad un problema
estremamente difficile e delicato. Fra Ie duecentocinquanta Memorie e Note, che,
insieme con una ventina di corsi di lezioni e di trattati, costituiscono la vasta
e differenziata produzione del PINCHERLE^ si doveva scegliere un gruppo di la-
vori, >che, pur nella sua ragionevole ristrettez/a, bastasse a mettere in luce; sotto
i suoi mokeplici aspetti, quella nobilissima opera matematica. In base a reite-
rati scambi di idee, ai quali recö un prezioso contributo di consigli anche B. Se-
gre, e grazie soprattutto al meditato lavoro di revisione e comparazione com-
piuto dal Mambriani, si fu condotti a scegliere trentotto lavori, di <cui alcuni
sono Memorie poderose, altri invece brevi Note riassuntive; e fra essi figura
queü'ampia «Notice», che il PINCHERLE stesso, nel 1925, si indusse a redigere
sull'insieme delle Sue «ricerche per gli « Acta Mathematica «, in segiûto ad espli-
cita richiesta, spontaneamente e personalmente rivoltaGli , durante il Congresso
matematico di Toronto, dal Mittag-Leffler, e che, come ben dice il Mambriani
nella sua prefazione al primo di questi due volumi, « fornisce un quadro limpi-
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dissimo, ma senza dubbio troppo onestamente modesto ed obieltivo, della evo-
luzione del pensiero matematico del PINCHERLE».

In un certo senso i criteri direttivi della selezione si son potuti deSumere
appunto da questa preziosa « Notice », con cui — dojpo la commemorazione del
PINCHERLE, da me tenu ta airAccademia dei Lincei, e dopo l'elenco completo
delle Sue pubblicazioni — si indzia il primo volume di queste Opere scelte.

Come criterio di classificazione e di presentazione degli altri trentasette la-
vori, si è preferito i\ puro e semplice ordine cronologico, come quello che è ap-
parso più atto a mettere in luce il naturale progressivo sviluppo della attività
di iricercatore del PINCHERLE; e la loro ripartizione nei due diversi volumi ri-
specchia in qualche modo le due successive fasi, nettamente rilevabili in codesta
attiività. In una prima fase, il PINCHERLE, superate Ie iniziali incertezze, e voltosi
definâtivamenite — sotto il forte influsso delle lezioni del Weierstrass •— alla teo-
ria delle funzioni di variabile complessa, alla quale si mantenne tenacemente
ïedele, andö cimentandosi nelle prime prove di indagine autonoma su problemi,
cui si adattavano quelle considerazion.i di carattere operatorio, verso Ie quali do-
veva in seguito orientarsi sempre più decisamente; e in svariati indirizzi rac-
•colse, quasi in via di esperimento, un ricco materiale di osservazioni, di raffronti,
di risultati concreti, da cui, anche traverso una larga analisi critica dei vecchi
metodi di Calcolo simbolico, trasse impulso a concepire, intorno al 1894, il dise-
gno di elaborare, nel campo complesso, una teoria sintetica delle operazioni
funzionali lineari o, com'Egli preferiva dire, distributive, la quale, conservando
l'agilità di quegli antichi metodi, conducesse a pro eed i menti di effettiva validité
contiollabile quanto meno caso per caso, cosi da costituire un nuovo ramo delia
teoria delle funzioni. Segui la seconda fase, in cui, maturato oramai l'assetto
sistematico del Suo « calcolo funzionale dis.tributivo », si diede a rielaborarne
gli sviluppi, a saggiarne le possibilità, a ildustrarne la portata e Ie applicazionï.

Fra gli ordini di problemi affrontati dal PINCHERLE nel primo di codesti
due periodi mi limito a ricordare quegli sviluppi in serie secondo prestabiliti
•sistemi di funizioni analitiche, che, come oggetto di ricerca, costituivano in
quel tempo (1882) una novità; i problemi di inversione di integrali deh-
niti nel campo complesso, dei quali il PINCHERLE fra i primi ravvisö e appro-
fondi i nessi con Ie questioni ox ora accennate sugli sviluppi in serie; i sistemi
ricorrenti e la generalizzazione delle fraziond continue nel campo delle fun-
zioni di variabile complessa; Ie operazioni funzionali rappresentate da integrali
curvilinei contenenti parametri e, in particolare, la trasformazione di Eulero e
soprattutto quella del Laplace e le sue applicazioni al Calcolo delle differenze
finite; Ie funzioni ]pergeometriche e Ie loro genera'lizzazioni. In ciascuno di
•questi ordini d'indagine il FINCHERLE ottenne risultati precisi ed espressivi e se
ne ha la conferma ricordando, ad esempio, la larga parte che alle ricerche del
PINCHERLE il Nörlund riserva nelle sue magistrali « Vorlesungen über Differen-
^enrechnung » e il rilievo che agli sviluppi e ai risultati del PINCHERLE sulla
trasformazione clel Laplace dà mei suo classico trattato il Doetsch.

Degli apporti salienti e caratteristici del PINCHERLE in quel primo periodo
della Sua attività è présentai un quadro pressochè completo nel ,primo di questi
due volumi, che si conclude con tre Note, in qualche modo préventive, sulla
geometria degli « spazi funzionali», che Egli, forse per primo, concepiva come
spazi vettoriali astratti ad una infinità numerabile di dimensioni.

Il secondo volume si inizia col poderoso e fondamentale « Mémoire sur
le Calcul fonctionnel distributif » dei « Mathematische Annalen » (1897), che,
anche nella progies<siva evoluzione del pens^ero matematico del PINCHERLE, OC-
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cupa un posto centrale, in quanto da un lalo costituisce la prima sintesi siste
matica delle idee via via maturate e dei risultati generali conseguiti nel primo
Suo ventennio di indagini, e, d'altro canto, nella profonda e informatissima
introduzione storica e nei larghi nferimenti ad altri indirizzi caratteristici della
Matematica di quel tempo, chiarisce Ie origini e le ragioni di quel programma
di lavoro, cui si ispirano i vari ordini di ricerche posteriori del PINCHERLF, delle
quali si trovano per cosi dire condensate in questo secondo volume Ie conclu-
sioni più significative: operazioni atte ad aggiungere o t a togliere singolarità
in una funzione analitica; teoria shitetica della trâsformazione del Laplace e,
in particolare, suoi nessi con la teoria delle serie divergenti; funzioni detenni-
nanti e rispettive funzioni generatrici nel senso del Laplace e dell'Abel; svi-
luppi in serie di fattoriali; sviluppi asintotici e serie sommabili secondo iî
Borel; classificazione delle operazioni distributive, e delle corrispondenze fun-
zionali ad esse associatie, in irelaaione con le proprietà analitiche del nucleo e
con la distribuzione degli autovalori e delle autofunzion.i, che il PINCHERLE
aveva considérato quando ancora non ne era stato nemmeno coniato il nome; in-
fine oraografie negli spazi funzionali, du pli ce tipo di degenerazione possibile per
esse e formulazione in quegli spazi di una legge di dualità, in base alla quale si
associa ad ogni operazione distributiva una sua duale od « aggiunta », che ge-
nerali'zza 1*« aggiunta » del Lagrange per le forme differenziali lineari e quel-
Taltra operazione, che lo stesso PINCHERLE aveva introdotto sotto il medesimo
ncffne per le forme lineari alle differenze fini te,

II volume si conclu de con la -comunicazione presentata dal PINCHERLE aï
Congresso di Toronto. Fra i matematici là convenuti la Sua austera, veneranda
personalità suscitö un cosi largo consenso di simpatia e di fiduciosa tonside-
razione che a Lui fu affidato il compito di organizzare a Bologna il Congresso
successivo, col manda to — estremamente ardu o in quel mon do ancora turbato
e diviso, dopo la prima grande guerra, da tenaci rancori e da passioni poli-
tiche mal sopite — di as si curare al nuovo Congresso quella effettiva e com-
pléta internazionalita di adesioni e di intervenu, che a Toronto non si era
potuta realiz7are. Il PINCHERLE, grazie ad uno sforzo di saggezza, di tatto, di
energia — ver amen te mirabile in un settantacinquenne — raggiunse in pieno
lo scopo prefissoGli; e si puö dire clie quello sia stato il coronamento ideale
della Sua vita nobilissima.

Alla memoria del Matematico insigne, deirdndimenticabile Maestro, esem-
pio luminoso d'illibata elevatezza morale, la pubblicazione di queste Sue Opère
scelte costituisce l'omaggio più degno e più dvirevole. Tutti i matematici dta-
liani, specialmente quelli che ebbero la ventura di esserGli discepoli od amici>
ne sono riconoscentii alla nos tra Union e e al suo Presidente prof. Sansone; c un
ringraziamento più particolarmente fervido va indirizzato al prof. Mambrianl,
al quale sono dovute, in modo pressochè esclusivo, la sapiente preparazione di
questi « selecta » e la cura diligentissima della pubblicazione.

UGO AMALIH

FRANCESCO TRICOMI, Lezioni sulle equazioni a derivate parziali, Cor-
so di Analisi Superiore. Anno Accademico 1953-54, Edit. Ghe-
roni, Torino, Via Carlo Alberto 13, 1954, pp. 484.

È già statp più volte affermato, ed, autorevolmente, anche su questo
Bollettino, che Torientamento che puö seguirsi nello scrivere un libro dest'nato
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agli allievi universàtari varia, in genere, fra due tendenze che possono conside-
rarsi come opposta l'una deH'aïtra. La prima cerca di sviluppare le varie teorie,
che costituiscono l'oggetto del corso stesso, nel modo più piano possibile, evi-
tando. al massimo le difficoHà, anche a costo di sacrificare a questo scopa
l'assoluto rigore e la generalità della trattazione, sicchè gli allievi possono giuiv
gere ai punti centrali dei vari argomenti senza eccessivo sforzo e. tutti, o quasi;
riescono ad avere un'idea sufScientemente chiara délie finalità e del campo.
di interessi relativi alle teorie apprese.

La seconda tendenza, invece, consiste nell'affrontare tutte le parti da trat-
tarsi con pieno rigore logico e la massima. generalità, nulla concedendo alla
intuizione ed affrontandp le varie difficoltà senza assumere ipotesi sempli-
ficatrici. Avviene allara che non tutti gli allievi sano in grado di seguire
la trattazione, rimanendo molti arrestati da difficoltà che sono incapaci di sor-
montare. Perö quelli che riescono a giungere sino in fondo troveranno dl
grande utilità> per la loro preparazione, lo studio compiuto.

Esistono nella letteratura matematica, antica e recente, esempi di trattati
ispirati all'una o all'altra délie due estreme tendenze. Quale délie due sia 'da
preferire non è cosa che debba qui dirsi, tanto più che qualsiasi affermazione
in proposito ha valore puramenle soggettivo e, d'altronde, si potrebbe, volendo
a tutti i costi esprimere un parère, affermare che il giusto sta nel mezzo, con
che si perviene a dare una soluzione del quesito tanto conciliante quanto, i»
fondo, banale. Quel che invece occorre qui diehiarare è che, dal punto di vista
della prima délie due sopr-adette tendenze, il libro del Tricomi è, senza dubbio,
da considerarsi eccellente. Esso si ispira allo stesso stile che informa la précé-
dente Opera dell'A. sulle equazioni differenziali ordinarie, che tanto successo ha
incontrato in una vasta cerchia di lettori e della quale la presente vuole essere
una continuazione.

Dopo un primo capitolo introduttivo dedicato a lichiamare i risultatî
salïenti della teoria delle equazioni integrali lineari e quelli relativi ad alcunc
funzioni speciali deH'Analisi (funzione gamma, funzione ipergeometrica e casi
particolari, funzioni di Bessel etc), il capitolo secondo viene dedicato alle
proprietà generali delle equazioni alle derivate parziali del I e del II órdine.

Viene prima considerata l'equazione del primo ordine in due variabili
indipendenti e con considerazioni preval en tem en te geometrico - intuitive ne
viene sviluppata la teoria, pervenendo ai concetti di caratteristica e striscia
caratteristica. Viene quindi considerato il problema di Cauchy e ne sono illu-
strati geometricamente i casi di incompatibilità.

Successivamente viene dato il concetto di integrale completo ed esposta
il procedimento di 'Charpit per la sua determinazione, tramite un intégrale
primo del sistema caratteristico, relative all'equazione ché si considéra. Sonu
poi mdicate Ie estensioni ai casi di equazioni con più di due variabili indi
pendenti.

In vista del suo interesse nei prpblemi della Meccanica analitica, trova
posto nel II capitolo una rapida trattazione della Teoria delle equazioni dl
Hamilton-Jacobi e dei. corrispondenti sis tem i canonici e vengono poste in luce
Ie connes&ioni di questi con i problemi euleriani del Calcolo delle Variazioni.
Viene successivamente riportato il classico esempio del problema dei due corpi..

•:.,•• Due paragraf) del capitolo II sono dedicati ai sistemi del primo ordine
-e per quelli lineari si perviene al concetto di completezza. Per i non lineari
viene esposto il procedimento di integrazione formale fondato sulle parentes!
di Póisson e di Jacobi.
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Chiude il capitolo Vestensicne del concetto di caratteristica alle equazioni
del secondo ordine e la classificazione delle equazioni quasi lineari del secondo
ordine, in due variabili indipendenti, ia elLittiche, paraboliche ed iperboliche.

Il III capitolo è dedicato alle equazioni lineari del secondo ordine di tipo
1 per bol i co. Vengono prima esposti i procedimenti per la riduzione a forma
canonica di una siffatta equazione in due variabili e qui-ndi è considerato il
procedimento di Laplace di integrazione « in catena » con applicazione alla
equazione di Euler-Poisson, che tanto interesse ha trovato, anche nella recente
ietteratura, per le sue applicazioni a questioni di Meccanica dei fluidi.

Successivamente viene studiato il problema di Cauchy, posto in luce -1
ïuolo essenziale delle -caratteristiche in tale problema e indicato il procedimenfo
per costruire la funzione di Riemann. Anche il problema, detto di Darboux,
consistente nel ricercare una soluzione dell'equazione iperbolica con assegnati
valori su due caratteristiche, viene dall'A. considerato. Esso è risolto sia
col metodo classico delle approssiraazioni successive, sia usando la funzione
•di Riemann, sia, infine, numericamente, col metodo delle differenze finite.

Chiudono il capitolo una indicazione sui problemi connessi al movimento
dei fluidi compressibili ed una breve trattazione delle equazioni iperboliche in
piu di due variabili indipendenti.

Appare, forse, desiderabile che in questo capitolo fosse s ta ta data qualche
notizia anche sui problemi vibratori, per equazioni iperboliche del secondo
ordine, del tipo di Cauchy-Dirichlet e sulla connessione di essi con i problemi
di autovalori per equazioni eilittiche.

A tali equazioni è dedicato il IV capitolo. Dopo aver esposte le classiche
considerazioni relative alla riduzione a forma canonica di una equazione ellit-
tica del secondo ordine in due variabili indipendenti, viene considerato il primo
problema di valori al contorno (problema di Dirichlet) per Tequazione canonica
in due variabili, dal punto di vista dell'unicità. L'i-ndaginc è condotta usando le
consuete proprietà sui massiimi e i minimi delle soluzioni deltl'equazione omo-
genea. Viene successivamente considerata la questione deiresistenza per il
suddetto problema, relativamente alla equazione di Laplace. L'A. espone i pro-
cedimenti basati sull'impiego dei potenziali di doppio strato e sul metodo aker-
nato di Schwarz. Viene anche fatto cenno deU'uso délia rappresentazione conforme
nella risaluzione dei problemi di Dirichlet e Neumann per l'equazione di
Laplace nel piano.

Assai rapidamente vien poi accennato ai classici metodi esistenziali per
il problema di JDirkhlet relativo all'equazione canonica in due variabili ed
è anche fatta parola dei relativi problemi di autovalari.

Tirovansi anche informazioni su alcuni metodi di integrazione numerica e,
in particolare, su quello delle differenze finite.

Il capitolo termina con una esposizione dei problemi connessi al movimento
dei- fluidi incompressibili e con quelli relativi aile classiche equazioni

A4£ —o, A4JET — kAz=^o.
. Il capitolo V inizia con la trattazione delle equazioni di secondo ordine

paraboliche, per le quali vengono s vol te le consuete considerazioni. In parti-
colare viene trattata l'equazione del calore in due variabili e indicati i
classici procedimenti risolutivi per il primo problema di valori al contorno,
ad essa relativo. Si accenna anche al metodo delle differenze finite. Il caso in
oui il dominio d'integrazione sia il semipiano j i > 0 è trattato compiutamente.

Nella seconda parte del capitolo vengono considerate le equazioni del se-
condo ordine dt tipo misto ed in particolare quella che per primo il Tricomi
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studio nel 1923 e che adesso porta il Suo nome. L'aver allora pösto e indagato
i problemi xelativi a questa equazione, costituisce, oggi, un vero titolo di me-
rito per la Matematica dta-liana, dato il grande interesse che detta equazione
trovö in seguito nelle applicazioni alla dinamica dei fluidi.

Dopo aver studiato l'equazione sia nel semipiano iperbolico che in quello
ellittico, viene considerato e risoluto il problema « misto », oggi detto « di
Tricomi », con un aggioxnamento del metodo, già seguito dadl'A. nella Sua
célèbre memoria del '23, consistente nel ricondurre il problema allo studio
di una equazione integrale singolare.

Chiudono il -capitolo Ie applicazioni alla Meccanica dei fluidi.
Non è da dubitare che l'edizione a stampa del libro, che è da augurarsi

segua presto la presente litografata, in verità non perfetta dal punto di vista
editoriale, inccmtrerà presso i Matematici lo stesso consenso delle precedenti
Opere del Tricomi.

GAETANO FICHERA

GITJSEJPPE PoMPiLj - DIEGO NAPOLITANI, Piano degli esperimenti

ed elaborazione probabilistica dei risultati, (Suppl. a « La Ri-
cerca Scientifica >>), C.N.R., Roma, 1954, pp. 206.

È noto che in molti paesi, e soprattutto negli Stati Uniti, la Stati&tica
matematica costituisce uno dei campi di ricerca più intensamente coltivati dai
matematici, ed una delle tecniche di più universale impiego da parte degli
sperimentatori. Sarebbe fuori luogo analizzare qui le molteplici ragioni che
spiegano perché in Italia si sia fatto assai poco in tale campo, ma due fra Ie
principali (e costituenti, nel loro insieme, un circolo vizioso da cui è difficile
;uscire) sono la scarsamente diffusa consapevolezza deirutilità di tali metodi
da parte di sperimentatori, aziende industriali, ecc. e la mancanza o scarsezza di
tecnici provetti nelVapplicarli e di matematici che li conoscano ed insegnino.

La pubblicazione del volumetto qui recensito segna u»n felice inizio di
superamento di entrambe le difificoltà indicate, da una parte perché dériva dal-
l'inzlativa del Direttore di un Istituto sperimentale che volle ivi tenuto un
corso sui detti argomenti, e dell'altra perché darà modo agli studiosi italiani
di acquistare cO'n. facilita le nozioni essenziali. Per la precisione, il corso fu
tenuto dal prof. Pompüj presso Tlst. Naz. della Nutrizione (del C. N. R.) di-
retto dal prof. Sabato Visco, e la ra<xolta delle lezioni per la stampa fu curata
da uno degli ascoltatori, il dott. (Napolitani, assistente presso list. di Patologia
speciale medica dell'Univ. di Napoli.

Queste stesse precisazioni rendono evidente che non si tratta di una
esposizione dedicata principalmente ai matematici: vi sono delle considerazioni
sul significa to concettuaie dei problemi, sviluppate abbastanza ampiamente
airinizio e riprese qua e là ove occorra, e per il resto la trattazione si basa
sostanzialmente sullo svolgimento di numerose applicazioni (47) scelte in modo
da illustrare progressivamente casi via via più complessi riguardanti i di-
versi tipi di problemi considerati. Le nozioni teoriche e matematiche su cui i
metodi si basano riescono chiarite o adombrate con riferimento alle esemplifi-
cazioni; una trattazione più esauriente sotto questo punto di vista è comun-
que annunciata (G. PompÜj, Teoria dei Campioni).
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Dopo il primo capHolo introduttivo (considerazioni preliminari, nozioni
fondamentali), vengono illustrati nel secondo i vari tipi di analisi di dati speri-
mentali basate sui tre fondamentali indici: X2 di Pearson (analisi delle fre-
quenze), t di Student (analisi delle medie), ed F di Fisher (analisi della va-
rianza); da segnalaie in particolare un procedimento di « analisi delle meclie »
introdotto dallo stesso Pompilj in analogia ad un procedimento del Fisher per
Ie 'varianze, e che puô öpportu namen te surrogarlo o integrarlo.

Il -terzo capitolo riferisce sull'argomento più propriamente menzionaio nel
titolo: il « piano » degli esperimenti; uno dei fa Ui più significativi è infatti che
il matematico non si limita più a indicare i metodi di elaborazione di osserva-
zioni raccolte, ma interviene possibilmente già prima per suggerire il programma
di esperimenti da seguire volendo ottenere il miglior risultato possibile, ossia
quello che consente le conclusioni più significative a pari ta di onere. Apposite
tecniche (disposizioni complete, ridotte, incomplete, -casuali, a blocchi, a scac-
chiera) sono state elaborate a taie scopo e vengono qui esposte.

Perciö la lettura di questo volumetto, pur richiedendo, per il matematico,
di essere integrata, se vorrà occuparsi dellJargomento quale matematico, con
quella di trattazioni più teoriche, riuscirà probabilmente meglio di ques t'ai tre
a dare anche ad esso una informazione concreta sull'interesse teorico e pratico
delle ricerche e delle applicazioni della statistica matematica. Agli sperimen-
tatori, che hanno bisogno di apprendere chiaramente anzitutto la tecnica delle
varie applicazioni, e di formarsi più che altro per analogia con al tri esempi
ü senso di quel che in ogni caso si possa e convenga faxe3 il volumetto costi-
tuirà una guida esauriente.

BRUNO DE FINETTI

CENTRO INTËRNAZIONAT,^ MATEMATICO ESTIVO, (C. T. M. E), 1° Ciclo,
Varenna^ Villa Monastero, 9-18 giugno 1954, Analisi Fun-
zionale (1).

Questo volume contiene gli appunti ' deüle lezioni tenute a Varenna durante
il I Ciclo del C.I.M.E., dedicato a « Funzionali analitici ed anelli normati ».
(Cfr. questo « Bóllettino », 1954, n. 2, pag. 218), dai proff. L. Amerio, L. Fan-
tappiè ed E. R. Lorch, e le conferenze tenute dai proff. M. Cugiani e G. B.
Rizza. Le lezioni tenute dal prof. F. Pellegrino sull'anello con valutazione delle
funzioni numeriche, non sono qui incluse; la teoria in esse delineata verra
pubblicata tra breve.

L'analisi funzionaJe lineare ha costituito Targomento principale di questo
I 'Ciclo. Il prof. Amerio ha esposto i risultati di Fredholm e di F. Riesz negli
spazi di Hubert secondo la brillante rielaborazione sintetica .del Riesz stesso;
il prof. Fantappiè ha sviluppato l'analisi funzionale lineare nel campo analitico
(funzionali analitici) e de relative applicaziomi (calcolo simbolico) che portano
alî'integrazione effettîva di numerosi tipi di equazioni dfferenziali, riprese dal-
TAmerio per il problema di JDirichlet relative aU'ellisse. Il prof. Lorch, riat-
taccandosi al limpide» corso di analisi funzionale lineare sugii spazi di Ban ach,

Edizione ciclostilata deiristituto Mat. deirUniversità di Roma - L. 2.000.
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da lui tenuto durante il précédente anno accademico all'Università di Roma
(se ne veda la reicensione in questo stesso « Bollettino ») ha« sviluppato la teoria
di Gelfand degli ideali negli anelli normati. Il prof. Pellegrino, infine, ha
parlato dell'anello concreto, dotato di una valutazione (non normato) delle
funzioni numeriche, dell'analisi funzionale su di esso e di alcune applicazioni
all'aritmetica che ne discendono.

Questa è 1 'interessante materia trattata nel I Ciclo del Centro Estivo,
Corso che è stato utilissimo a tutti i partecipanti, anche per la- continua pos-
sibilità di contatti personali in una atmosfexa quanto mai favorevole, e che
ora, per mezzo di questo volume, potrà giovare anche a chi non è potuto in-
tervenire. . -

II corso del Prof. L. AMERIO, intitolato « Questioni di analisi funzionale »,
si divide in quattro parti. iNella prima parte l'A. tratta dello spazio hilber-
tiano L2, e dei funzionali e trasformazioni liineari (cioè, distributive, omogenee e
iimitate) su di esso. Comincia con lo svolgere brevemente la teoria dello
spazio L2, esponendo Ie mozioni fondamentali ad esso relative, trattando delle
varie nozioni di convergenza, e infine provando la separabilità di tale spazio.
Introdotti i funzionali lineari, vien dimostrato il teorema di FRÉCHET-RIESZ
(1907), e data la nozione di ortogonalità e di sistema ortonormale. È trattato
il problema del prolungamento di un funzionale lineare définito in un sotto-
spazio di L2, e dimostrato il teorema di HAHN (1927). Si passa poi' alle tra-
sformazioni lineari in L2, f ra Ie quali vengono prese in particolare considera-
zione quelle completamente continue; si introducono quindi Ie trasformazioni
integrali, e se ne dimostra la compléta continuità.

La parte II, che è strettamente connessa con la précédente, svolge la teoria
delle equazioni integrali di FREDHOLM, seguendo Telegante metodo indicato e
sviluppato da F. RIESZ (1918), e fondato sul concetto di compléta continuità
di una trasformazione; tale metodo ha un carattere spiccatamente geometrico,
e conserva la sua validità anche per equazioni funzionali molto più generali:
anzichè a trasformazioni integrali di L2, si puö infatti rif er ire a trasformazioni
completamente continue di un qualsiasi spazio di BANACH (salvo lievi modifi-
cazioni), corne hanno mostra to il RTESZ stesso nella sua fondamentale Memoria
del 1918, e poi T. H. HILDEBRANDT (1928) e J. SCHAUDER (1930). Nel presente
corso l'A. si limita alla considerazione delle trasformazioni. integrali in L2, ma
è facile rilevare corne l'esposizione in gran parte non è legata essenzialmente
al carattere integrale di quelle trasformazioni, ma solo alla loro compléta con-
tinuità. Considerata una trasformazione lineare completamente continua K (che
nel corso, ripetiamo, è una trasformazione integrale) di L2 in se stesso, vengono
ad essa associati due sottospazi complementari N ed M di L2, rispetto ai quali
la trasformazione risulta riducibile, nel senso che trasforma sia N che M in se
stessi. Il sottospazio N è caratterizzato dal fatto - di essere il codominio délia
trasformazione (/ — K)n, con n>\i conveniente, mentre il sottospazio M è la
varietà degli zeri délia stessa trasformazione. La riducibilità délia trasforma-
zione A' porta a considerare le due trasformazioni S ed R, che coincidono con K
Ln N e M rispettivame-nte, mentre hanno, rispettivamente, M ed JV corne va-
rietà di zeri. E' cosi possibile scrivere la decomposizione K — S -)- R (a pag. 39;

per enore di stampa, sta scritto S -f R — /). Ambedue le trasformazioni .S
ed R risultano completamente continue, ed anzi di tipo integrale (se taie è K)]
inoltre S è una trasformazione integrale di tipo elementare, e possiede gü
stessi autovettori di K. Queste circostanze permettono infine di dimostrare per
la trasformazione K la cosidetta alternativa di FREDHOLM, riconducendola al
caso delle trasformazioni integrali di tipo elementare; taie caso è supposto noto.
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La parte III riguarda il problema di DIRICHLET. Sono ben noti gli strettx
legami fra questo problema (e quello di NEUMANN) e la teoria délie equazioni
integrali, il cui rapido sviluppo è connesso con lo studio di quei problemi
(C. 'NEUMANN, H. POINCARÈ, I. FREDHOLM). Qui perö l'A. non collega il pro-

blema di DIRICHLET alla teoria preceden temen te svolta, ma espone (limitandosi
al problema interno bidimensionale) la elegante soluzione datane da C. MI-
RANDA (1947), basata sul teorema di HAHN (che viene utilizzato in una forma
più generale di quella data nella parte I di questo corso, dove è dimostrato
solo per lo spazio Lz): si dimostra che la totalHà Cj délie funzioni continue
sul la frontiera del dominio in cui si vuol risolvere il problema di DIRICHLET,
e che su essa coincidono con funzioni armoniche nell'interno di taie dominio»
esaurisce la totalità C délie funzioni continue sulla frontiera di esso: ciô segue
subito dal teorema di HAHN, dopo a ver mos tra to che ogni funzionale lineare
nullo su Ci è necessariaraente nullo anche su C.

Nella parte IV il problema di DIRICHLET viene studiato dal punto di vista
analitico, deducendone la soluzione da quella del problema di CAUCHY: si ri-
solve cioè Fequazione A w := o, assegnando i valori délia soluzione -e délia sua
derivata normale sul contorno del dominio in cui intéressa risolvere il problema
di DIRICHLET: in generale una taie soluzione non si potrà prolungare all'in .
terno di tutto il dominio che intéressa; ciô perö si potrà ottenere determi-
nando opportunamente i valori délia derivata normale sul contorno. Questa
inipostazione del problema è dovuta a L. FANTAPPTÉ (194.1), che l'ha utilizzata
per dedurre rapidamexite la formula di POISSON. Qui vengono esposte le ricerche
dell*A. relative al caso del cerchio, deH'ellisse, e di una classe notevole di con-
torni razionali.

Corne si vede, il con tenu to del corso è assai ampio. L'esposizione, concisa,
è sempre chiara, le dimostrazioni sono complete (all'infuori di pochissime ecce-
zioni), e la lettura non présenta difficoltà anche al lettore meno esperto.

Il prof. L. FAiNTAPPiÈ, nel suo corso: «ƒ junzionali analitici e le loro appli-
cazioni alla risoîuzione délie equazioni aile derivate parziali », ha esposto «elle
loro linee generali i principi délia teoria dei funzionali analitici, il calcolo rigo
roso che ne discende per le funzioni di uno o più operatori lineari, e le appli-
cazioni di questo alla risoîuzione effettiva, in termini finiti, di equazioni fun-
zionali lineari di tipo molto generale. È questa una sistemazion-e délia teoria
del calcolo simboHco che estende e perfeziona quella esposta nelle Memorie
précèdent! dell'A.

Vengono prima ri cor date br e vemen te le proprie ta fondamentali dell 'inte-
ressante spazio funzionale analitico § ( l ï — noto anche col nome di « spazio dî
FANTAPPIÈ » — costituito dalle funzioni locali e « biregolari ». Funzione locale
e ibiregolare essendo ogni funzione analitica (y(t), M) definita e regolare in un
aperto M (non necessariamente connesso) délia sfera cornplessa, e nulla all'infi-
nito se è ivi definita. Di fondamentale importanza per la struttura topologica di
§ (1) e per il seguito, è il teorema che caratterizza le regioni lineari di questo-
spazio, corne la totalità délie funzioni (y, M) e§ ( 1 ) definite in uno stesso insieme
chiuso A (non vuoto) délia sfera complessa; regioni che sono perciö indicate
con (A). Sono quindi date le prime definizioni e teoremi sui funzionali analitici
lineari (F[y(t)~\, (A)). In particolare è poi studiata la loro indicatrice emisim-
metrica u ( a ) :

F\ per a =)= 00 e t 4= «

o per à = 00 e t finito
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— che è una funzione locale biregolare per ot fuori ai A — per mezzo della
quale, in virtù del teorema suddetto sulle regioni lineari, è possibile stabilire
la formula fondamentale délia teoria dei funzionali analitici lineari:

; (y, M) s (A),

dove C è una curva «séparatrice», e cioè una curva chiusa che sépara le
singolarità della (y, M), (cioè i punti di CM), da quelle della u.

Viene poi trattato il problema del calcolo rigoroso délie funzioni di un
opera tore lineare iterabile K di un caxnpo funzionale H (anche non di §'•*>
Ricordata la nota corrispondenza di omomorfismo 0O ; p(\) —*p(K), fra i po-
linomi in una variabile e gli operatori lineari p(K), che giustifica il calcolo
simbolico di tali operatori, in vista di giungere ad un calcolo simbolico che
permetta la risoluzione di equazioni funzionali lineari abbastanza generali, il
FANTAPPIÈ ammette dapprima l'esistenza di una corrispondenza 0 fra le fun-
zioni g(X) di un opportuno campe <ï>, più ampio di quello dei polinomi, e gli
operatori g(K), che goda délie seguenti quattro propriété fondamental!, che
generalizzano in modo naturale quelle deH'omomorfismo 0 :

II. fll(X).p,(X) — 9l(K) • g,(K)
III. i, X —•• / (operatore identico); K
IV. se g(X, a) è analitica rispetto ad ot, l'espressione g(K, oc)/ è analitica

rispetto ad oc, nel senso che è un funzionale analitico di g(X),
Osservato allora che, fissata la funzione f & H e la x, il valore f1 del-

Tespressione fi(x)~g(K)f, è un funzionale puro F di g(X) — <̂ he caratteiizza
in sostanza l'omomorfismo 0 — dalle quattro proprietà dette, discende, tra
Taltro, che taie funzionale F dev'essere analitico e lineare, e qumdi 4> una re-
gione lineare (̂ 4). Pertanto il problema di valutare Tespressione g (K)f, con
g(X) s * , è ridotto a quello del calcolo del valore del funzionale analiticc
lineare ^[^(X)]. e risolto per mezzo della formula (i). In conseguenza, l'ipotesi
deh'esistenza della 0 porta alla possibilità di risolvere ogm equazione funzionale
della forma g(K)f — y non appena nel campo 0 esiste la funzione i/g(X).

D'altra parte partendo da un operatore lineare K cli un campo funzio-
nale H, presa corne definizione di g(K)f l'espressione precedentemente trovata
si riconosce che, soddisfatte certe condizioni, rimane stabilito un omomorfismo
0:p(X) —+g{K), che gode proprio délie quattro proprietà dette e quindi rimane
anche fondato un calcolo rigoroso délie funzioni g(K).

Come esempio è sviluppato iil calcolo délie funzioni g($) dell'operatore
x

el : ^ï/ = f ƒ ,t)dt; calcolo che è poi esteso a espressioni del tipo h(j$ <x)f. Ne

viene fatta applicazione alla risoluzione di equazioni funzionali lineari di tipo
molto generale, in particolare aile equazioni differenziali a derivate parziali,
in due variabili, del 20 oïdine di tipo iperbolico, con i coèfficienti funzioni
di una sola délie variabili, o di tipo parabolico a coe£ficienti costanti e con
le condizioni iniziali assegnate anche su una curva qualunque.

Vengono poi date ulteriori notevoli estensioni di questo calcolo operatorio;
cosi a mezzo della teoria dei funzionali analitici del'le funzioni di n variabili,
(della quale sono dati i risultati fondamentali) il calcolo simbolico in questionc
yiene esteso a quello délie funzioni di n operatori lineari e permutabili di un
certo campo, e sono esposte estesamente interessant! applicazioni di taie calcolo.
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Viene mos tra to, tra l'altro, come, per mezzo della notevole formazione che
TA. chiama prodotto funzionaïe proiettivo, sia possibile ottenere 'sempre, in
forma flnita, la soluzione di una qualunque equazione differenziale a derivate
parziali, lineare, a coefficienti costanti, di ordine qualunque, in un numero
qualunque di variabüi, con Ie condizioni inziali di Cauchy. Dalle formule
risolutive émerge in modo suggestivo la struttura intima della soluzione. Come
esempio è portato infine l'espressione risolutiva' di una equazione alle derivate
parziali del 50 ordine in tre variabili, a cono caratteristico razionale, Ie ciu
sezioni piane sono cardioidi, con i dati inziali nulü su un. iperpiano, nel quai
caso gli ïntegrali abeliani da calcolare (relativi sempre al cono caratteristico
che è razionale) risultano esprimibili médian te funzioni elementari.

L'opera riesce certamente una guida efficace per chi vuole avere una idea
d'insieme della teoria dei funziohali analitici e delle sue applicazioni. Per i det-
tagli delle dimostrazioni e per maggiori sviluppi si rimanda ai lavori indicati
nella bibiiografia annessa.

L'argomento trattato dal prof. E. R, LÖRCH nel suo corso intitolato [( Anellt
norniati » riguarda la teoria degli ideali negli anelli normati, dovuta essenzial-
mente a I. GELFAND (1941): si tratta di una teoria di interesse ed attualità;
da essa per esempio ha ricevuto un indirizzo nuovo e fecondo l'analisi armonica
astratta (v. in proposito il recente volume: L. H. LOOMIS, Abstract harmonie
analysis, Van Nostrand, New York, 1953).

Nel principio del corso vengono concisamente richamate Ie nozioni fon-
damentali sugli spazi <li BANACH e i loro duali, in particolare si accenna alla
cosidetta #topologia debole, la cui considerazione è fondamentale in varie que-
stioni. '

Si dà quindi il concetto di anello normato (M. NACUMOJ 1936), che è
un insieme di elementi dotato della struttura algebrka di anello e della strut-
tura . topologica di .«oazio di BANACH,, tali due strutture essendo legate dalla
relazione JJ ab \\ < || a \\ • [| b || . Vengono poi accennate alcune proprietà
fondamentali, necessarre per il seguito. Gli anelli che vengono considerati
sono sempre supposti commutativi e dotati di elem-ento uni ta.

Introdotta la_ nozione di ideale, si prova l'esistenza di ideali massimi, e
si dimostra che Tanello quoziente di un anello normato rispetto ad un solo
ideale chiuso è'ancora un anello normato. Viene quindi studiata l'intersezione
di tutti gli ideali massimi dell'anello, la quale, se non si riduce al solo elemento
zero, è un ideale chiuso, detto il radicale deH'anello; esso gode di interessanri
proprietà ed ha importanti rela'zioni con la struttura dell'anello (GELFAND,
1941; LORCH, 1942). Vengono poi studiati gli omomorfismi di un anello nor-
mato sui numeri complessi, dimostrando la compattezza del loro insieme nella
*topologia debole, nonchè la corrispondenza biunivoca fra essi e gli ideali
massimi dell'anello (che sono i nuclei di quegli omomorfismi). Sono questi i
risultati centraü esposti nel corso. Mediante essi si mostra come qualsiasi anello
normato astratto puö rappresentarsi in un ane.Ho di funzioni continue in une
spazio compatto, e come ogni anello normato di funzioni su un insieme qua-
lunque puö applicarsi isometricamente sw//'anello delle, funzioni continue in
un opportuno spazio compatto. In tutto ciö giuoca in modo essenziale la *to-
pologia debole.

La brevità del corso non ha consentito di sviluppare applicazioni della
teoxia svolta; tuttavia non mancano cenni anche su questo, specialmente ri-
guardo alle s>erie trigonometriche assolutamente .convergent!. Com'è noto,
N. WIENER (1932; 193^)> R. H. CAMERON (1937) e R. H. PITT (1938) hanno di-
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inostrato su tale argomento alcuni teoremi molto interessanti, che possiedono
^ssenziali applicazioni in teoremi di lipo tauberiano; la teoria degli anelli nor-
mati fornisce (come ha mostrato I. GELFAND, 1941) un metodo generale di dedu-
zione di tali teoremi, e permette la dimostrazione di una serie di teoremi più
.generali, Ne(l corso purtroppo non si è potuto indicare tutto questo: TA. si c
limitato a dare, come esempio, un'elegante dimostrazione dPun noto teorema
•di WINNER.

La teoria è delineata con chiarezza, e nella sua esposizione è contenuto
tutto quanto occorre per la comprensione: le poche volte in cui è necessario
riferirsi a ï'isultati di altre teorie, r i riferimenti bibliografici dànno indicazioni
précise,

Nella conferenza del prof. M. CUGIAM: « Cenni sulla teoria delle distribu-
zioni », sono brevemente ricordate Ie nozioni e Ie definizioni fondamentali della
teoria delle distribuzioni di SCHWARTZ. È trattato poi il problema del cambia-
mento di variabili in una distribuzione, problema che ha applicazioni anche
in fisica e che è stato oggetto di ricerche dell'A. insieme con S. ALBERTONÏ
La bibliografia rimanda appunto, oltre che al noto libro di L. SCHWARTZ,, a due
note degli AA. sul detto argomento. (Cfr. « Nuovo Cimento», 1951 e 1953).

In fine, nella conferenza « Teoria delle funzioni mono gen-e ne Ile algèbre
complesse comutative, dotate di modulo » del Prof. G. B. RIZZA, è richiamata
Tattenzione su un fecondo indirizzo di questa teoria, la quale, sviluppata in
modo invariante rispetto agli isomorf ismi dell'algebra considéra ta, è ormai cora-
pletata nelle sue linee fondamentali, in gran parte per i contributi personali
dell'A. Sono qui soprattutto esposti, in rapida sintesi, i risultati dell'A. che
riguardano la determinazione di una formula integrale unidimensionale di tipo
Cauchy per dette funzioni. Per i dettagli e gli ulteriori sviluppi si rimanda
ai lavori originali apparsi sui « Rendiconti » dell'Università di Roma del 1952
e 1953'

FRANCESCO SuCCI

A. J. CHINTSCHIN, Drei Perlen der Zahlentheorie, Akademie Verlag,
Berlin (1951), Traduzione dal russo a cura di W. v. Klem m,
pagine 62.

Nella teoria dei numeri si incontrano spesso dei problemi dairenunciato
semplicissimo, tanto che in certi casi il loro ccmtenuto puö essere facilmente
afferrato anche da uno scolaxo dei primi anni, ma che riescono poi difficilis-
simi da trattare, cosi che hanno potuto essere. risolti solo con l'aiuto di stru-
inen ti anaUtici assai elevati, o sono rimasti tuttora insoluti dopo secoli di
generosi tentativi.

[Questo fatto è a tutti (ben noto ed è inutile ricordare qui i famosissimi
esempi che a questo proposito subito si affacciano alla mente. Vogliamo piut-
^tosto lrilê \7are come esso spieghi in gran parte un certo atteggiamento che in
questo tipo di ricerche si è venuto creando, per il qualç, accanto alla ovvia
aspirazione a raggiungere risultati nuovi con tutti i mezzi disponibili, si è
affermata una eer ta esigenza di « elementarizzare « i procedimenti dimoslra-
tivi dei risultati già acquisiti, ed in generale di difondere tutta la teoria
su tbasi più elementari, là dove almeno la natura delle proposizioni sembra
consentirlo.
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Va notato che questa tendenza è stata incoraggiata dal fatto che negli ultirm
quarant'anni alcune geniali idee di carattere « elementare « hanno dato l'av\ io
a nuovi e fecondi indirizzi di xicerca.

Tutto ciö spiega Tardine di idee in cui si è posto l'autore scrivendo
questo libretto, il cui scopo semhra essere stato quello di illustrare l'efficacia
di tali metodi elerhentari, di tipo piuttosto moderno, e di far gustare la chia-
rezza -e l'eleganza con cui grazie ad essi si possono trattare alcuni problemi di
aritmetica non facili, nonostante il loro aspetto a prima vista modesto. Il tutto
è stato fatto con un tono volutamente assai piano, in modo da rendere la ]et-
tura agevole ad una larghissima cerchia di cultori di matematica.

Scopo dunque didattico, in certo senso direi divulgativo; scopo che ei
sembra, grazie alla felice scelta degli argomenti e al tono indovinato deirespo*
sizione, egregiamente raggiunto.

Nei tre capitoli di cui il libro consiste, vengono trattate tre proposizionï
piuttosto note della teoria dei numeri; la terza anzi costituisce un risultato che
ben si puö chiamare classico. Di ciascuna di esse Tautore espone, oltre ad una
breve illu&trazione storica, una dimostrazione piuttosto recente; condotta nello
spirito di quei metodi elementari.

Nel primo capitolo si tratta di un elegante teorema di Van der Waerden sulle
progressioni aritmetiche di cui ecco qui l'enunciato:
fissati due numeri naturali À '>2, ^ ^ 2 , è possibile trovare in conseguenza un
numero naturale n tule che, scelto comunque un insieme di n numeri naturah
consecutivi e divisoïo con una legge qualunque in k sottoinsiemi, in almeno
uno di tali sottoinsiemi sia contenuta una progressiane aritmetica di almeno
l elementi.

La dimostrazione originale di Van der Waerden era si elementare, ma
piuttosto laboriosa. L'autoore preferisce esporne una piu recente di M. A. Lukom-
skaja. Partendo dalla ovvia osservazione che per l — 2 il teorema è verificato
qualunque sia k, assumendo n — k _j- i, si procède poi per induzione da / ad
/ - ( - 1 ; in questo passaggio consiste la vexa difficoltà della dimostrazione.

Nel secondo capitolo si incontra anzitutto una parte introduttiva sul con-
cetto di densità di una successione. La densità d(A) di una successione A del
tipo: o, a i , a2 , ..., an, •- è definita come Vestremo inferiore dei valori assuntï
per n>i dairespsressione: A(n)/n (dove A (n) è il numero degli elementi
non nulli di A che non superano n). La successione è supposta strettamente
crescente a elementi interi, di modo che: o^C d(A) < : 1.

Si ricordano alcune notevoli applicazioni del concetto di densità e delle
sue proprietà, sottolineando in particolare come, grazie ad esso, Schnirelmann
a,bbia potuto fornire la ben nota risoluzione parziale del classico problema di
Goldbach. Si richiama fra l'altro la facile dimostrazione della disuguaglianza;

(1) d(A f iJ)> d{A)Jrd{B) — d{A) • d(B)

cui soddisfano le densità d(A) e d(B) di due successioni A e B e la densità
d (A -J- B) della successione somma (nella quale figurano le somme di ciascun
elemento di A con ciascun elemento di B)} e si dimostra anche il teorema
fondamentale che: ogni successione A di densità positiva è una base della suc*c

cessione dei numeri naturali (vale a dire che iterando la somma A -\- A -|- A ...
un numero conveniente di volte si ottiene tutta la successione dei numeri
naturali).

Si fissa infine Tattenzione sulla disuguaglianza:

(2) d(A +B)> d(A)~\-d(B)
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(qui si suppone d(A) -f rf(-B)< 1, in caso contrario la (2) diverrà d(A -f J5) — 1)
la cui validità era stata oggetto cli una ipotesi formula ta da Landau e Schni-
relmann nel 1931 e fu dimostrata da Mann nel 1942, con metodi elementari.

Di questo teorema di Mann Tau tore présenta una successrva dimostrazione
di Artin e Sherk, la quale, nonostante sia ancora notevolmente complessa, costi-
tuisce già un progresso, in fatto di semplicità, rispetto a quella di Mann.

Nel terzo capitolo si tratta del cîassico problema di Waring intorno alla
possibilità di rappresentare un numero naturale qualunque corne somma di al
più g(k), potenze Â-esime di numeri naturali, con g(k) dipendente solo da k.
Il problema fu risolto, com'è noto. da Hubert, alm en o nel sens o di garantire
l'esistenza di un g (k) per ogni k.

Qui l'autore espone una nuova dimostrazione del teorema di Hubert, do-
vu ta a J. W. Linnik. Questa dimostrazione di cui l'autore avverte opportuna-
mente che è « elementare «, ma non « semplke », occupa praticamente tutto
il capitolo; in essa trovano essenziale applicazione le idee di Schnirelmann espo-
ste aU'inzio del précédente capitolo. Il nocciolo délia dimostrazione consiste
infatti nel far vedere che la successione somma di un numero abbastanza grande
(in dipendenza di k soltanto) di successioni corne questa:

ha densità positiva e per tan to puö costituire una base délia successione dei nu-
meri naturali.

MARCO CUGIANI

HKLMUT HASS^, ÏJber die Klassenzahl abelscher Zahlkörper, Aka-
demie Verlag, ' Berlin (1952), pagine xii-h 190.

La determinazione del numero délie classi di ideali equivalenti nei corpi
algebrici è uno fra i problemi classici délia teoria dei numeri, entrati nella tra-
dizione corne «non f acili », la cui trattazione ha richiesto in generale Tuso di
strumenti analitici non elementari, in contrasto colla natura elementare della
questione. Esso ha costituito in particolare uno dei più forti incentivi alla ela-
borazione della teoria délie serie di Dirichlet.

Presentatosi dapprima corne problema di determinare il numero délie
classi di forme binarie quadratiche equivalenti, ebbe già ad interessare lo
stesso Gauss, e fu sostanzialmente risolto, in questo aspetto limitato, dal Di-
richlet, colle sue celebri ricerche di aritmetica analitica.

Il problema, cosi posto, è equivalente a quel'lo di determinare il numero
délie classi di ideali nei corpi quadratici.

Analogo problema venne trattato dal Kummer per i corpi circolari.
Impostato in seguito nella sua forma più generale esso costitui oggetto di

ricerche, per le quali vien fatto di ricordare soprattutto il nome di Dedekind;
a lui si deve sostanzialmente la nota formula, valida in un corpo qualunque:

(1) h=-.Ak
y

dove h è il numero délie classi, g è una costante propria del corpo, Ah

è il .residuo nel punto i - i d-ella nota funzione di Dedekind ^ (5) che gene-
ralizza ad un corpo algebrico qualunque la 'Q (s) di Riemann {l^ (s) =z 2 NA) s

9
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la sommatoria c estesa a tutti gli ideali del corpo, NA è la norraa dell'ideale A).
Ricordiamo che per il valore di g si ottiene:

dove n è il grado del corpo; n0 è il numero cornplessivo dei corpi coniugati
reali e delle coppie di corpi coniugati immaginari; R è il regolatore del corpo
(vailore assoluto del déterminante formato con (n0—1) logaritmi coniugati di
un sistema fondamentale di unità); w è il numero delle radici dell'unità appar-
tenenti ial corpo e infine d è il discriminante del corpo.

La (i) si presta male alla effettiva valutazione del numero delle classi
di un assegnato corpo algebrico. Se si eccettua il caso dei corpi quadratici per
i quali si possono assegnare dei procedimenti, in parte già con tenu ti neîle
ricordate .ricerche di Dirichlet ed in parte sviluppati successivamente, che per
mettono di trasformare la (1) in modo da renderla adatta a valutazioni nn-
meriche, i'impiego di tale foimula, sia pure nelle varie forme di cui essa è
notoriamente suscettibile, condu-ce in pochi casi a risultati soddisfacenti.

Nella presente opera Tau tore si è proposto di fornire, nel caso di corpi
abeliani assoluti (cioè a-beliani sul corpo dei nufneri razionali), un complesso
di notizie, che mentre ci dànno una più approfondi ta e organica conoscenza
di tali tcorpi, creano strumenti sufficien temen te maneggevoli per condurre alla
effettiva valutazione numerica.

La ricerca è notevolissima in se per il numero e l'importanza delle propo-
sizioni originali a cui conduce e per l'effetto di sintesi che realizza, ed il pregio
del ilibro c aumentato dal fatto che l'autore spesso ha occasione di toccare inte-
ressanti argomenti di carattere generale, algebrico o aritmetico, portando anche
qui rilevanti contributi originali.

La trattazione è caratterizzata da un largo impiego 'délia teoria dei coipi
di classi, che ha una funzione cssen/iale nella maggior parte dello svolgimento
del lavoro.

Nel primo capitolo Tau tore espone una serie di considerazioni gênerai i.
Sia K un corpo abeliano, di grado n, e discriminante d, e sia K$ il suo

massimo sottocorpo reale, h ed hQ rispettivamente i numeri delle classi di K
e di Ko. Il quoziente h* = h/h0 verra chiamato il numero di classi relativo
di K/Ko.

A K è cooidinato un gruppo H di classi di nunneri congrui, di conduttore ƒ.
Per il ben noto teorema di Kronecker-Weber K è un sottocorpo del corpo

circolare generato da una radice primitiva /-esima dell'unita. Siano ^ i carat-
teri mod H ed f (y) i loro conduttori; risulterà ƒ il minimo comune multiplo
degli f (y) e \d\ il 'loro prodotto, I ^ si diranno i caratteii di K.

Fra i caratteri y A e ne saranno alcuni, indicati con y o , che sono caratteri
di jÇ0 » P^r i quali risulta ^ o ( — i ) = + i; gii altri, indicati con y\t saranno
chiamati caratteri di K/KQ; per essi risulterà ^ ( — i ) = — i .

Partendo sostanzialmente dalla (i) l'autore giunge aile formule:

n s (-xoWiogl i-K f J)

b) h* = QzvU —L— 2+ ( - Xi(r) • x)

dove Ça è la radice a-esima dell'unità di minimo argomento positivo ed Ro
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è il regolatore di Ko . La sommatoria 2 si intende estesa ai nuraeri
=tasmoda

interi x tali che; (x, a)=i; o < x < ajz', la sommatoria 2"1" si intende
xmoda

estesa agli interi x tali che: (x, a) = i, o < x < a. Q è l'indice del sotto-
gruppo délie imita di Ko e dei loro prodotti colle radici dell'unità contenu te
in K nel gruppo di tutte le unità di K.

Per i corpi abeliani reali si ha h = h 0.
Nel secondo capitolo si tratta dei corpi reali e si ragiona quindi sulla

struttura aritmetica délia formula a).
Fondamentale è qui l'intiodimone di ceiti fattori numerici che, moltipli-

cati per hRt forniscano espxessioni adatte a particolari valulazioni. Vediamo ad
esempio il fattore gK, cosi definito:

gk r i su l ta ugua le a zero sok) q u a n d o u n n u m e r o p r i m o p | ƒ si d e c o m p o n e ,

in K, in un p r o d o t t o di ideal i p n r n i diversi . Se ciö n o n avviene , p e r ogn i p\f
n

sarà: p co Pn}, , e risultera: gh Z=L II npt

p \ d
L'ufficio del fattore gh si riconosce dal fatto che ora il prodotto gk ' h ' R

risultera uguale al regolatore del sis tem a di certe speciaAi unità del corpo, che
vengono denominate unità circolari. V)i qui scaturiscono certe relazioni che
permetteraaino di dare una valutazione aritmeticamente più significativa
del numero h, almeno per ceite claŝ si di corpi abeliani; la cosa riesce bene
m partkolare per alcune famiglie di corpi circolari.

Si richiama poi un noto teorema di Weber sui corpi circolari délie radici
2p-esime délia unità, il cui massimo sottocoipo reale ha sempre un numero
dispari di <classi. Questo teorema viene qui approfondito ed insieme ad ulteriori
considerazioni, portera ad una seconda rappresentazione aritmetica del nu-
mero h, legata ad un nuovo fattore numerico, grazie alla quale viene data una
soluzione soddisfacente ai problema, almeno per i corpi circolari.

Nel terzo ed ultimo capitolo si tratta dei corpi immaginari e quindi inté-
ressa or-a particolarmente la struttura aritmetica délia b).

Dopo aver fornito una dimostrazione indiretta, fondata sulla teoria dei
corpi di 'Classi, che il numero h* risulta in ogni caso intero, l'autore passa ad
esaminare il fattore Q dimostrando che esso puö assumera soltanto uno dei=
due valori: î oppure t.

Criteri minuziosi sono dati per la distinzione dei due casi. Per dare un'idea
di questi risultati accemneremo ad esempio al seguente: se K è un corpo im-
rnaginario di conduttore f ~ps, con p primo, allora Q = î.

L'autore si propone poi di dimostrare di nuovo che il numero h* è intero
ragionando adesso direttamente sulîa b) o meglio su un'altra formula che
dalla b) si deduce quasi immediatamente. Ciö gli dà occasione di f are nume-
ro&issime osservazioni sul cornportamento dei caratteri nei vari casi possibilï
(a secondo délia composizione del conduttore), dalle quali scaturiscono notizie
particolarmente utili per l'effettivo calcolo numerico.

Viene poi ripreso il teorema di Weber, per ciö che si riferisce ad h* (cht
risulta dispari anch'esso); se ne dà una estensione ai corpi circolari delk
radici di ordine 35» (per cui risulta h* non divisibile per 3) con altre con&ide-
razioni e se ne fanno dmmediate ed ampie applicazioni numeriche.
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da solo quasi i due terzi del volume, ricorderemo: notizie e proposizioni varie
sulla divisibilità che possono presentare i numeri h ed h* di un corpo rispetto
a quelli di un suo sottocorpo, ed infine una serie di considerazioni e di pro-
posizioni notevoli relative ai corpi con numero dispari di classi.

L'opera è conclusa da un gruppo di tavole nurneriche e gra£ichetf intese
sostanzialmente a fornire e a ülustrare gli elementi per il calcolo del numero
h* per corpi i cui conduttori non siano superiori a 100.

MARCO CUGIANI

RICHARD G. COOKE, Line ar Operators - Spectral The or y and s ome
other applications, xi -+- 454, McMillan, London, 1953, 52 s., 6 d.

L'A., che nel 1950 aveva pubblicato « Infinité Matrices and Séquence
Spaces », ha redatto questo nuovo volume dedicandolo principalmente sia ai
giovani iscratti ai secondi bienni di studi universitari, sia agli studiosi di mec-
canica quantistioa.

Alcune delle teorie più important! sono esposte diffusamente: cosi del
teorema fondamentale auU'analisi spettrale degli operatori autoaggiunti non
limitati sono date alcune delle più recenti dimostrazioni e indicate la linee
principali delle altre.

Il volume, stampato con la consueta perfezione dalla Casa Editrice MacMil-
lan, è suddiviso in sette capitoli, ai quali f anno seguito una lunga e aggiornata
bibliogra-fia e l'indioe.

Il Cap. I verte sullo spazio funzionale di HILBERI e sullo spazio astratto di
HILBERT, presentato questo col metodo assiomatico di J. v. NEUMANN.

Il Cap, II contiene uno schizzo della teoria delle matrici infinité in rela-
zione ai problemi di HEISEXBERG della risica teorica e un een no sugli operatori
lineari di cui trattano poi diffusamente i Capitoli III, IV, V.

Il Cap. III sugli operatori lineari nello spazio di HILBERT considéra gli ope-
ratori laggiunti, gli operatori unitari, gli operatori limitati, l'indice di defi-
cienza, e prépara al Cap. IV sulla teoria spettrale di v. NEUMANN (1929), nel
•qüale, pel caso degli operatori hermitiani della meocanica quantistica, sono
posüi in rilievo lo spettro puntuale e lo spettro «continuo.

Nel Oap. V, dopo una premessa sulle varie teorie spettrali elaborate suc-
cessivamente da v. NEUMANN, TA. dà i concetti di spettro puntuale, di spettro
continuo e di spettro residuo di M. H. STON% e successivamente un'ampia espo-
sizione della teoria di B. A. LEN&YEL come estensione del metodo di E. HELJLIXGER,
della fceoria di J. L. B. COOPER basa ta sulla nozione di funzione défini ta positiva di
S. BOCHNER^ della teoria di F. RIESZ ed E. R. LORCH e dtella teoria di B. A.
LHJNGYEL e M. H. STONE per gli openatori limitati.

Ai precedenti Capitoli, di particolare interesse per gli studiosi di meccanica
quantistica segue un Capitolo, il VI, sulla convergenza proiettiva e sui limiti
negli spazi di matrici e negli anelli di matrici, con i recenbi risultati di G. KÓTHE
e O. TOEPHTZ^ A. WEBER e H. S. ALLEN. Questo capitolo è collegato al ricordato
volume « Infinité Matrices... ».

Il Cap. VII sull'Algebra topologica di BANACH, con alcuni teoremi di
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S. BOCHNER sulle funzioni définitive positive, e con alcuni risultati di N. WIENER
-sulla convergenza assoluta delle serie trigonometriche e degli integrali, e col
teorema di chiusura delle traslazioni, mira, corne dioe l'A., a creare un legame
tra l'AIgebra astotta e l'Analisi.

L'A. ha raggiunto lo scopo di dare una buona guida ai giovani matematicx
<e un'uti'le informazione ai fisici teorici che negli operatori lineari trovano un
efficace strumento di rappresentazione dei fenomend quantistici.

GIOVANNI SANSONE

PAUL LÉVY, Théorie de l'addition des variables alêatories, (Fasc. I
délia collezione « Monographies des Probabilités » diretta da E.
Borel), Seconda edizione, Gauthier-Villars, Paris, 1954. (Prima
edizione : 1937).

Nella « Avvertenza' » alla seconda edizione, l'A. indica chiaramente le va-
Tianti rispetto alla prima e i motivi per cui sono state contenute al massimo:
ïagioni pratiche (riproduzione fotografica dalla prima edizione), ma soprattutto
sostanziali: pensare di « aggiornar-e » gli argomenti ivi trattati adeguandoli allo
sviluppo avuto nel seguito avrebbe significato press'a poco scrivere un volume
per ogni capitolo. E volumi del genere >esitono, sia ad opera dello stesso Lévv
(Processus stochastiques et mouvement brownien, 1948; Random f un étions, Un.

Calif., 1953) che di altri Autori.
L'intéresse attuale del volume che or a riappare, s ta inveoe proprio nella

sintesi sistematica che esso diede, al momento stesso in cui ciö apparve possi-
bile, di quelTinsiemfe di ricerche (dovute in gran parte a lui stesso, oltre che
a iKolmogoroff, Khintchine, Cramer, Feller, ecc.) che ha aperto la più recente
fase di espansione del caicolo delle probabilità (direttamente dérivante dalla
précédente, sintetizzabile «ei nomi di Borel, Cantelli, Fréchet). È per ciö che
il (volume appare ancor oggi la lettura più adatta per chi voglia accostarsi al
nuovo campo di problemi, senza avere già quella preparazione specifica che è
spesso presupposta in altre trattazioni; taie caratteristica è ulteriormente per-
fezionata dai sia pur limitati ritocchi alla 2a edizione, che in un capitolo rior-
dinano la sistemazione di risultati che nel 1937 erano appena conseguiti, in
molti punti aggiungono con note in calce opportune indiioazioni o chiarimenti
(una, ad es., intesa a precisare il ruolo avuto dal Canfelli), ed infine, in due
Note riportate corne appendice, collegano l'esposizione con alcuni degli sviluppi
più recenti. La Nota I, sulla 'legge debple e forte dei grandi numeri, espone ed
amplia in forma sistematica e chiarificatrice gli studi attuali sull'argomento; la
Nota II costituisce uno sguardo d'insieme sulla teoria dei processi stocastici,
fatta con riferimento al recente volume di J. L. Doob (Stochastic Processes,
Wiley, N. Y., 1953), e icoirintento precipuo di chiarire de ragioni per cui, all'im-
postazione del Doob che segue sempre Tordine che egli riconosce 'essere il più
logico, preferisca quella più intuitiva che parta dall'esame di casi particolari
concreti e si preoccupi di questioni di « costruibilità» degli enti considerati.

Il contenuto dei nove capitoli del volume è il seguente. I primi quattro
riassumono le nozioni classiche di caicolo delle probabilità che servono per il

ito, includendo la discussione di questioni «concettuali importanti per l'im-
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postazione del Lévy (come il fatto di basarsi su « partizioni »), e introducendo
gli strumenti modernd che occorreranno (soprattutto, la funzionc caratteristica,
e cioè la trasformata di Fourier di una distribuzione). Il cap. V tratta della
legge normale (o gaussiana) alla luce della congettura di Lévy dimostrata da.
Cramèr. Il VI si occupa del passaggio al numerabile e problemi che ne dipen-
dono. Il VII présenta quei risultati sulla composizione di numeri aleatori che
(insieme a quelli del V, ch€ ne costituiscono un caso particolaie) formano la
scopo essenziale del libro; l'VIII li estende — in quanto possibile — al oaso di
dipendenza, e il IX infine ne fa applicazione alla teoria delle frazioni continue.

BRUNO DE FINETTI


