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Un teorema di confronto per 1’equazione differenziale
delle oscillazioni di rilassamento.

Nota di AxrToxNio DE Casrro (a Madrid)

Sunto. - Si dimostra un teorema di confronto per Uesistenza e la limita-
zione delle soluzioni periodiche per equasgioni differenziali della forma

X + f(x, X)x + g(x) =0.
1. Consideriamo lequazione differenziale generale delle oscil-

(?8) Risulta, sempre per k=25/2 e con la approssimazione indicata nella
nota prec., T 2212,22/ew. Come si & gid osservato a proposito della ¥y (x),
non & agevole esprimere esplicitamente 7' in funzione di ¥; del pari non
agevole, se pure di un certo interesse, & lo studio (di cui potrd eventual-
mente accennarsi in altra nota) del comportamento della funzione T'(k) al
variare del parametro k.

(29) Si cfr., per il caleolo di tali scarti, J. Haag, Op. cit. in nota (5).
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lazioni di rilassamento
(1.1) .’.if;, + f\(z,, 1‘71):;71 + g(x,) =0

dove f, e g sono continue nei loro argomenti, g lipschitziana, in
ogni dominio limitato e tale che sia

40
xglx) >0 per a0, [g(a')dx = + oo.
o

I’equazione (1,1) & equivalente al sistema del primo ordine

(1.2) 9‘31 =7, "}1 = — fi(@,, v,)v, — glx,)
e Vequazione delle caratteristiche &

dv, glax)
(1'3) de = + fl(x/vl) - Tl .

Supponiamo che (1.1) abbia almeno una soluzione periodica, cioe
vi sia almeno una curva integrale chiusa C (nel piano av) della
equazione (1.3).

Consideriamo adesso quest’altra equazione differenziale

(1.4) Ly + fo®y, L), + gla) =0

con f, continua nei suoi argomenti e lipschitziana in ogni dominio
limitato, equivalente al sistema del primo ordine

(1.6) 9’;2 =y, 'i’z = — [z, , v,lv, — gl,)
e supponiamo che sia

(L.6) fele, ©) > fi(x, v)

(1.7) 10, 0) <0

Dimostriamo il

TeorEMA - L’equazione differenziale (1.4) ha almeno uma solu-
zione periodica e la corrispondente curva integrale nel piano xv &
non esterna alla curva C.

Infatti, ’equazione delle caratteristiche di (1.4) &

=, vy — L

Segue subito da (1.6). (1.3) e (1.8) che la pendenza delle curve

N
dx

delle curve integrali di (1.3) nei punti di intersezione; cio& le

curve integrali di (1.8) tagliano C penetrando mnel suo dominio in-

integrali di (1.8) nei punti dove F=occ & minore della pendenza
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. dv Co
terno. Nei punti dove Jz — ©° i ragiona in modo analogo a quanto

. dx
si & detto per dv"

Cid premesso, consideriamo la funzione i(x, v) (energia asso-
ciata al moto rappresentato da (1.4))

1 -
My, vy) = 5 v, + [g(x)dx
0

Sara per x, = ®x,(f), ricordando (1.5), nell’intorno di (0, 0)

% =030, + (@), = — [y, v,)v," >0
per cui, in un intorno abbastanza piccolo di (0, 0), le curve inte-
grali di (1.4) che partono da un punto di una curva chiusa
Mz, v) =cte. per ¢t crescente passano nel dominio esterno.

Segue da quanto abbiamo dimostrato, upplicando il teorema di
BExNDIXSON, che (1.8) ha almeno una curva integrale chiusa, cioe
(1.4) una integrale periodica che deve essere interna a quella di (1.1).

2. COROLLARIL
1. Se si hanno tre equazioni differenziali

2.1 5".31 + fil,, :‘él)‘il + g(x,) =0
(2.2) &72 + f(xy, fiz)écz + glay) =0
(2.3) 5.’;3 + falxs, -’is)iba + g(x;) =0

dove fi e g sono continue e lipschitziane nei loro argomenti in ogni
dominio limitato, si verifica

(2.4) filz, @) < fyfw, ) < filx, )
£0, 0) <0,

e Vequazione (2.1) ha una soluzione periodica ; anche ciascuna delle
altre due hanno almeno una soluzione periodica. La soluzione di
(2.2) se trova nel piano xv, nella corona limitata dalla soluzione
periodica di (2.1) e dalla soluzione periodica di (2.3).

II. Se si hanno tre equazioni differenziali (2.1) (2.2) (2.3), s¢
verifica (2.4), e (2.1) (2.3) hanno almeno una soluzione periodica, la
(2.2) ha anche una soluzione periodica mella corona limitata dalle
due soluzioni periodiche considerate.



