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Le trasformazioni fra piani che posseggono infinité coppie
di curve omografiche od affitii.

Nota di GruiDO YAONA (a Bologna)

Suuto. - Corne il n. 1.

\. Sia T una trasformazione puntuale fra due spazi lineari
Sr, S'r (r > 1) e siano Vr_,, V'r—i ^ u e ipersuperficie corrispondenti
in T. Se esiste un'omografia fra Sr, S'r nella quai e a Vr—, corri-
sponde V'r„l e che subordina fra le due ipersuperficie la stessa
corrispondenza subordinata da T, diremo brevemente che le due
ipersuperficie sono omografiche. In particolare, se Pomografia pré-
cédente è un' affinità, diremo che le due ipersuperficie sono affini.

Si conoscono esempi di trasformazioni fra due spazi ad r
dimensioni che posseggono oo't+1 coppie di ipersuperficie corri-
spondenti omografiche (1).

Il prof. CECH in una riunione di Seminario tenuta a Bolo-
gna (2), propose, fra l'altro, di studiare le trasformazioni che pos-
seggono ooh coppie di ipersuperficie corrispondenti omografiche
per valori elevati di h.

In questa Nota risolvo alcune questioni nel caso di una tra-
sformazione puntuale fra due piani, prendendo in esame sia il
caso proiettivo che quello affine. Due fra le moite questioni che
si presentano sono le seguenti:

a) stabilire quaV è il massimo valore hm che pua assumere h
senza cfie la trasformazione si riduca ad un'omografia (ad una
affinità) ;

(1) Si veda : Gr. VAONA, Le trasformasioni fra due spa&i che posseggono
iperpiani di rette caratteristiche, « Sem. Mat. di Torino », vol. X I I ,
pp. 195-238, (1953). Al § 2, n. 9 sono appunto indicati incidentalmente
esempi di trasformazioni siffatte.

(2) 11 27 settembre 1953, cioè il giorno successivo a quello délia chiu-
sura del Convegno Internazionale di Geometria differenziale, ha avuto
luogo nelFIst i tuto di Greometria delFUniversità di Bologna un Seminario
su problemi integrali délia teoria délie trasformazioni puntuali a oui pre-
sero parte il prof. Cech, il prof. Villa e qualche altro.
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b) determinare le trasformazioni che posseggono oô m coppie
di curve corrispondenh omografiche (affini).

Alla prima domanda risponde il seguente teorema:

I. Se una trasformazione fra due piani possiede oo*1 coppie di
curve corrispondenti omografiche (affini) con h > 3, essa è un' omo-
grafia (un} affinité).

Non sono riuscito a dar risposta al secondo quesito nel caso
proiettivo, mentre nel caso affine si ha :

II. Le trasformazioni fra due piani 7r, -K' che posseggono oo3

coppie di curve corrispondenti affini sono tutte e sole quelle che si
ottengono con la seguente costruzione :

In uno spazio S3 (contenente T:, -K') si fissino una superficie &
e due punti aU'infinito S^o, S'oo, non appartenenti a -K, TT' rispetti-
vamente. Si associno coppie di punti X, Y di TT, -TC' che sono le
proieztoni da $*>, S'oo di uno stesso punto di oF.

Si dimostra inoltre che con la précédente costruzione si otten-
gono trasformazioni di 2a specie quando la superficie oF è svilup-
pabile oppure quando la superficie cF è una rigata avente corne
xetta direttrice la retta impropria SooS'œ-

Infine con la stessa costruzione si ottengono trasformazioni di
Ba specie quando la superficie cF è un cilindro e la retta SooS'œ
passa per il vertice.

2. Una trasformazione puntuale fra i punti X di una regione
di un piano iz(x^, x2, xs) e i punti Y di una regione di un altro
piano 71%!, 2/2, yz) si puö sempre rappresentare con equazioni
del tipo

(1) xt = xx{u, v), (1') yt = yt(u, v) (i = 1, % 3),

convenendo di considerare corrispondenti coppie di punti X, Y
le cui coordinate si ottengono dalle (1), (1') per gli stessi valori
dei parametri u, v. Supponiamo che le funzioni x}, yt siano con-
tinue e parzialmente derivabili fin che occorre nel campo E(u, v)
in cui sono definite e che i determinanti

(2) | « , X- x * \ , (2') \ y x y » y * \

siano generalmente ^ 0 in E (3).
Le funzioni xt, yx si possono riguardare corne integrali di due

(3) Per indicare le derivazioni parziali farerao uso dei simboli

=-—, xuu= ~-p,.... L'ipotesi fatta sui determi

ch.e la corrispondenza considerata non è dégénère.

œu =-—, xuu= ~-p,.... L'ipotesi fatta sui determinanti (2), (2') assicura
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sistemi di equazioni differenziali completamente integrabili del tipo

xuu = VLXU + $xv -+- px yuu = &yu -+- ~$y* -Ï- py

(3) xuv = axli -+- bxv -+- ex (3') yuv = ayu -h byv -4- cy

xvv = yxu -+- §xv -+- qx, yvv = yyu -+- ïyv -f- qy,

dove i coefficient! sono funzioni di u e v legate da certe relazioni
(le condizioni di integrabilità) (4).

Poichè Ie coordinate omogenee dei punti di ir e u' sono definite
a meno di un fattore (funzione di u e v) si possono scegliere i
due fattori di proporzionalita delle coordinate in modo che nelle
(3), (3') risulti p ^ c ^ g = O, p ~ c = g = O. Oiö si ottiene mediante
Ie trasformazioni x = px, y= vy^ essendo p e er due integrali par*
ticolari dei sistemi (3) e (3') rispettivamente.

Supponiamo d'ora in poi d'aver scelto i fattori di proporziona-
lita in taie modo, onde

(4) p=zc = q = Q, (4') p = c = q = 0.

Ije condizioni di integrabilità del sistema (3), avendo r iguardo
alle (4), si serivono

OLV -t- pY — au •+- ab

Bw •+- PY = bv •+- ab

& + b% + fö = bu + aB -H 65

Yw -+- ao -»- ya = av
 -H by -+- a*.

Le condizioni di integrabilità (5') del sistema (3') si ottengono
dalle (5) sostituendo ad ogni lettera la stessa sopralineata.

Le curve caratteristiche della trasformazione sono rappresentate
dall' equazione differenziale

f +• (2b — 26 +- â— «)
1 -H (2â - 2a f S - S)iwcït;'- H- (y — Y ) ^ 3 = 0.

3. Consideriamo due generiche curve corrispondenti nel la tra-
sformazione o t tenute ponendo nelle (1), (1') v = v(u) e quindi di
equazioni parametriche

(7) x = x[u, v(u)l (7') y = y[u

(4) Pe r ciö che riguarda la rappresentazione di una trasformazione
puntuale mediante sistemi di equazioni differenziali si veda : G. FUBINI
e E. (5ECH, Géométrie projective différentielle des surfaces, Grauthier-Tillarsf

Paris (1931), pp. 146-191. Si veda an che M. VILLA, Per una geometria
proiettiva differenziale in grande delle trasformazioni puntuali, « Atti IV
Congresso Un. Mat. Ital. Taormina (1951) », Casa Ed. Perrella? Roma,
pp. 263-273 (1952).

(5) D' ora in avanti omettiamo V indice i quando dobbiamo indicare Ie
coordinate x^ yi di punti di TI, TC\
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Le funzioni x délia variabile u sono integrali di un'equazione
differenziale lineare omogenea del 3° ordine che si ricava deri-
vando tre volte la (7) rispetto ad u ed eliminando le derivate
parziali xu, x*\..., xvw mediante le (3).

Si ottiene cosï Pequazione difîerenziale

(8) x'"(B — Av') -+- x"(Cv' - D) -H x\AD — CB) — 0,

dove

A = yv''2 -f- 2av' -+- a

B = v" -+- Si/* -H 2&tj' -+- p

, 9 j C = 3t)"(Yt?' -+• a) •+- (ï1 ' H - Sy H - Y a ) v ' 8 •+• s ( ï u •+• T a -*- ̂ W* •+•

H- 3(a v - h PY •+• aa)<y' -h- (aw -t- a 2 H- ^a>

D = v " ' -4- 3 v '(S'y' •+- b) -f- (S* -f- 85 - H Y&)«'8 -+• 3(SW H - T p - H S6)t?'3 -+-

- H 3((S
W - H pS -f- a6)t?' - ( - ((6

W -4- ap H - p6).

Analogamente le funzioni y délia variabile tt sono integrali
dell' equazione differenziale

(8') y"\B —Âv') -H y"(Cv' - D)-h y'(ÀD— CB) = 0,

dove Ât..., -D sono le espressioni che si deducono dalle (9) sosti-
tuendo aile a,..., S le a,..., 8 rispettivamente.

Vogliamo ora imporre che la corrispondenza <5 subordinata
sulle due curve dalla trasformazione T sia omografica. ossia che
esista un' omograîiïi ira TT, -K che muta V una curva nelT altra e
subordina sulle due curve la corrispondenza ©.

Perché ciö si verifichi occorre e basta che i tre integrali délia
(8') rappresentanti la curva di ir' siano, a meno di un fattore (even*
tualmente funzione di u), combinazioni lineari a coefficient! co*
stanti dei tre integrali délia (8) rappresentanti la curva corri'
spondente in TT. Ciö significa che mediante una trasformazione
del tipo y = py la (8') deve potersi far coincidere con la (8).

Bseguendo i calcoli si trova che le curve considerate sono
grafiche se e solo se esiste una funzione p(w) taie che

Sp'EË + p(EF - ÊF) = 0

JÊ — ÊG) = 0

avendo indicato con E, F, G ed F, W, G i coefficienti délie (8), (8>
Eliminando p fra tali equazioni si ha infine :

Condizione necessaria e suflïciente perché le curve (7), (7') siano
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omografiche è che la funzione v(u.) sia un integrale delle equazioni
differenziali

(EF ËFV SES (EG - EG) — (EF - ËF) (EF -+- ËF)
Ê )\ 3ÊË ) = 9(EË)%

(EF +• ËF){EG - EG) -H {EF - ËF)(EG

{EF—
9(EE)*

Poichè le (10) e (11) sono equazioni differenziali del 4° ordine
in v(u) si avrà ftm<4. Infatti perché sia h = 5 le (10) e (11) de-
vono svanire. Ma in taie caso tutte le coppie di ourve corrispon-
denti sono omografiche e la trasformazione è quindi un' omografia.

Perché sia h = 4 occorre poi che le (10) e (11) coincidano. Eli-
minando la derivata quarta si ha un'equazioDe differenziale del
3° ordine del tipo

v'"zv"A(E — Ë)*-*- v'"*P H- Q — 0

dove F è un polinomio di 3° grado in v" e Q un polinomio in v\ v"\
di 2° grado in v'"'. Affinchè le (10) e (11) coincidano dovrà quindi
aversi in particolare E — E = 0 (identicamente rispetto ad u, v e vf).
Ma allora la (6j risulta un'identità e quindi la trasformazione è
un' omografia. Si conclude quindi :

Se una trasformazione puntuale fra due piani possiede ooh cop-
pie di curve corrispondenti omografiche con h > 3, essa è un' omo-
grafia.

Siccome esistono esempi di trasformazioni per cui h — 3} si
puè concludere che è hm — 3.

4. Yogliamo ora occuparci delle questioni analoghe in campo
affine. Supponiamo che nelle (1), (1') sia xz = y$ = 1.

Affinchè le curve (7), (7') siano affini è necessario e sufficiente
che i tre integrali della (8') rappresentanti la curva (7') di it' siano
combinazioni lineari a coefficienti costanti dei tre integrali della
(S) rappresentanti la curva corrispondente in 7c. Si ha quindi :

Condizione necessaria e sufficiente perché le curve (7), (7') siano
affini è che la funzione v(u) sia un integrale delle equazioni diffe-
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renziali ottenute annullando i minori del 2° ordine estratti dalla
matrice

— Av' D-Cv' AD-BC

B-Av' Ï>—Cv' AD — BC
Supponiamo che Ie curve considerate non siano rette, il che

comporta B — Av' =j= 0, B — Àv' =\= 0. Ciö, corne apparirà dal seguito,
non lede la generalità delle questioni trattate. Annullando i minori
ottenuti aggiungendo alla la colonna della (12) successivamente Ie
altre due, si ottengono le due equazioni differenziali

j„ = v">g + v"h + k
(13,

/
2q -+- v"r •

v m -+- n
dove f, g,...> r, s sono fimzioni di u, v, v\ razionali intere in v'.

Eseguendo i calcoli si ottiene

t=X-ï m = ?-'?_
Q = [x — [j. n ^ = X(p -— p) — p(X — X)

h — X ([/. — \x.) — [x(X — X) -f- v — v p = — (ff — ff)

fc = X(v — v) — v(X — X) g = <r(X — X) — X(<7 — ff) — (T — T )

S = 7|(X X) X(V] V)),

essendo inoltre

p = yv'* -+- 2av' H- a

3(8 — a)ü' -+- 3& a = — S(yv' •+- a)

-pa ) — O

j ' -f-p)C*,

ed infine

(15) D* = D— vftf - 3v"{W H- 6), C* = C - 3ü"(yv' -+- a).

Al solito X, [x,. ., C* sono date dalle formule ottenute dalle pre-
cedenti sostituendo ad ogni lettera la stessa sopralineata.

Dalle equazioni differenziali (13), (14) segue subito il risultato:
Se una trasformazione puntuale T ƒ m due ptani possiede ooh

coppie di curve corrispondenti affini con h > 3, essa è un' affïnità.
Invero se esistono ooh coppie di curve corrispondenti in T ed

affini con h > 3 le equazioni differenziali (11) e (12) devono essere
identicamente soddisfatte e quindi tutte Ie coppie di curve corri-
spondenti sono affini. Ne vie ne che T è un' affinità.
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Dal teorema précédente segue che il massimo valore hm che
puö assumere h, senza che la trasformazione si riduca ad una
affinità, è < 3. Siccome perö esistono esempi di trasformazioni
per cui h = 3 (6), si puö concludere che è hm = 3.

Vogliamo ora determinare tutte Ie trasformazioni che posseg-
gono oo3 coppie di curve corrispondenti affini.

Affinchè la trasformazione (3), (3') soddisfi a taie condizione
occorre che Ie equazioni differenziali (13) e (14) coincidano. Perché
ciö avvenga deve aversi (identicamente rispetto ad u, v, v', v")

(16) mg = pf

(17) mh -+-ng~ qf

(18) mk -+- nh = rf

(19) nk = sf.

5. Supponiamo dapprima che la trasformazione T sia di la o
2a specie (7). Si possono allora sempre fissare i parametri u e v
in modo che Ie linee coordinate u = cost., v == cost. coincidano
con due schiere di curve caratteristiche. Si ha cosi

(20) p = p? Y = Y-

Dalla (16), tenendo conto delle (20), si hanno Ie tre relazioni

(21) (a —ö)(8 — S) = 0, (b — 6)(a — â) ^ 0 , (a — â)(S — S) = 0,

dalle quali tre casi appaiono possibili :

I) a — a, S = S ;

II) a = a, a = a ;

III) b = 6, S^S .

ei numeri 6, 7 tratteremo separatamente i tre casi I), II), III)
e nel n. 8 il caso delle trasformazioni di 3a specie, pervenendo al
risultato :

Le trasformazioni fra due piani 7c, -m' che posseggono oo8 coppie
di curve corrispondenti affini sono tutte e sole quelle che si otten-
gono con la seguente costruzione :

(6) Si veda op. cit. in (*).
(7) Si dicono di l a specie le trasformazioui che posseggono tre famiglie oo1

distinte di curve caratteristiche, di 2X specie le trasformazioni in cui due
delle famiglie di curve caratteristiche coincidono, di 3 a specie le trasfor-
mazioni in cui tutte e tre le famiglie di curve caratteristiche coincidono»
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In uno spazio S3 (contenente 7c, -x') si fissino una superficie W
e due punti alVinfinito Soo, S'œ, non appartenenti a u, -K' rispetti-
vamente. Si associno coppie di punti X, Y di TT, TT' che sono le
protezioni da Soos S'oo di uno stesso punto di §.

È chiaro corne oo3 coppie di curve corrispondenti in una tra-
sformazione del tipo précédente ed affini nascono dalle proiezioni
délie oo3 sezioni piane di cF.

Queste trasformazioni godono inoltre di una proprietà caratte-
ristica che ho già osservata altrove (8) e che qui ricordo perché
di essa faro uso in seguito. Si ha :

In ciascuno dei due piani uno dei ire sistemi di curve caratte-
ristiche è un fascio di rette e la trasforma&ione subordina fra i
due fasd di rette caratteristiche una proiettività.

6. Supponiamo dapprima a =. a, S = S. Sottraendo membro a
membro le condizioni di integrabilità (5) con le corrispondenti (5')
si hanno le

au — au = ~ab — ab

bv —1>V ~"o6 —a&

hu _ 5^ = a ( 6 __ 6) _ p(a _ a) -h b2 — 62

av — âv — S(a — a) — y{b — 6) -+- a2 — a2.

Derivando la l a rispetto a v e la 4a rispetto ad u e sottraendo
membro a membro, avendo riguardo aile (5), si ha

(a — â)(bv — au) = 0.

Cosï derivando la 2a rispetto ad u e la 3a rispetto a v e sottraendo
membro a membro, si ottiene

(6 — 6)(6* - au) = 0.

Escludendo che la trasformazione sia un'omografia e cioè che sia
a — a e 6 = 6, deve aversi

(22) au = b\

La (22) è, assieme aile (5), condizione necessaria e sufficiente
perché il sistema formato dalla prima e terza délie equazioni (3)

(s) Si veda : M. VILLA e Gr. YAONA, Alcune osservazioni suite curve
caratteristiche délie trasformaziotti cremoniane, « BolL Un. Mat. Ital. »,
(3) 5, pp. 101-107 (1950); G. VAONA, Sulle tras for masioni puntuali fra
piani aventi due reti asintotiche di curve caratteristiche corrispondenti,
«BolL Un. Mat. Ital. », (3) 7, pp. 148-154 (1952).
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sia completamente integrabile (9). Ma è notissimo che il sistema
formato da due equazioni siffatte ammette quattro integrali parti-
colari linearmente indipendenti ed ogni altro integrale è combi»
nazione lineare a coefficient costanti di questi.

Ne consegue che Ie funzioni x,, y% sono combinazioni lineari
a coefficient costanti di quattro funzioni linearmente indipendenti.
La trasformazione si puö ottenere quindi proiettando da due punti
impropri su 7c, TT' due superficie êF, W corrispondenti in un'af fini-
ta ü ed associando coppie di punti di TT, -K' che sono Ie proiezioni
di punti corrispondenti in O. Ora se mediante un'af fini ta si f anno
coincidere le due superficie cF, W\ si ricade nella costruzione del
teorema précédente.

7. Trattiamo ora il caso a = a, oc r= a. Sottraendo membro a
membro le condizioni di integrabilità (5) con Ie corrispondenti (5'),
dalle Ie e 4e, si hanno Ie

(23) a(b — 6) = 0

(24) a(S—S) = T(6 — 6).

Dalle (23), (24) segue a = 0, poichè nell' ipotesi opposta si avrebbe
5 = 6, S = S e quindi la trasformazione si ridurrebbe ad una
omografia.

Tenendo conto delle relazioni a — a = 0, a ^ oc, y(& — b) = 0r

si ha

f = (8 — o)v'* + 2(6 — b)v' m = 0

g = 3(8 - S)t>' H- 8(6 — 6) n = - (Tv'« -H a)f

Sostituendo nella (17) tali espressioni si trova che deve essere

(25) Y(S — s~) = 0-

La (25) assieme alla y(6 — 6) — 0 ci assicura che dere essere y = 0.
Le equazioni differenziali délia trasformazione si scrivono

XUU _ UXU _+_ pxV yUU _ . ^yU ^ fiyV

(26) xu» = bxv (26') 2/«v = byv

xvv = $xv, yvv = St/*.

(9) Cid puö verificarsi direttamente, ma è anche noto e trovasi nella
teoria delle reti asintotiche. Si veda ad es. G. FUBINI e E. CECH, op. cit.
in (<), pp. 150-153.
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Dalle (26), (26') appare clie le curve caratteristiche u = cost. sono
rette. Ma si ha inoltre :

Le curve caratteristiche corrispondenti u — cost. sono rette ap~
partenenti a due fasci fra i quali la trasformàzione subordina una
proiettività.

Indichiamo infatti con !• le coordinate pliickeriane délie rette
(x, xu), con * quelle délie rette (as, xv) e con T\ quelle délie rette
(xu, xv). Tenen do conto délie (26) e derivando. si hanno le relazioni

!3M = y] -+- 5 » , ** = 8*, yjM = (a H- b)t\, SMM =r\u H - b^su -+- bu%.

Eliminando fra qaeste vj, •/]*, si ottiene l'equazione differenziale
del 2° ordine rappresentativa délie rette u = cost. di -K

{21) ^ww = (a -H- 25)** H- [fc* — 5(a •+- 5)]*.

La (27) prova intanto che le rette di ix u = cost. costituiscono un
fascio.

L'analoga equazione differenziale rappresentativa délie rette
u — cost. in 7r' si scrive

(27') a»« = (a H- 26)^" H- [6W — ô(a -*

e prova che anche tali rette stanno in un fascio.

Per di mostrare che la corrispondenza subordinata dalla trasfor-
màzione fra i due fasci è proiettiva, basta far vedere che mediante
una tra&formazione del tipo r̂ =: p̂ r la (27) puö f arsi coincidere
con la (27'). Ora si prova che basta scegliere p fra gli intégrait
délia equazione

= bb,
du '

perche la trasformata délia (27) coincida con la (27').

Dal teorema dimostrato e dalla proprietà caratteristica ricor-
data al n. 5 segue che la trasformàzione in esame fa parte di
quelle descritte al n. 5.

Resta ancora da trattare il caso b = b, S = S". Con lo stessa
procedimento usato per il caso précédente si prova che le curve
caratteristiche corrispondenti v — cost. sono, sia in -K che in TT',
rette di un fascio e che inoltre la trasformazione subordina fra
i Ane fasci uua proiettività. Segue quindi la stessa conclusione
précédente.

8. Ci rimangono ancora da esaminare le trasformazioni di 8*
specie. Assumiamo Tunica famiglia di curve caratteristiche coine
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linee coordinate v = cost.. Ciö comporta

{28) p = p, 2 (6 -6 ) = » —â, 2 ( a - ö ) = 8—8, T=1=Y-

Dalla (16), eseguendo i calcoli tenendo conto delle (28), scen-
dono Ie relazioni b — 6, a = a. Per le (28) si avrà quindi

{29) P = p, a = â, 8 = 8, a = ï , 6 = 6, Y ^ y .

Sottraendo poi membro a membro le Ie delle (5), (5') si ha
MY— Y) — 0, onde, essendo Y ^ Y » scende

(30) p = 0.

Infine dalla (17) si ottiene

(31) 6 = 0.

Le equazioni differenziali délia trasformazione si scrivono

xuu = OLXU yuu = a#n

{32) xuv = axu (32') j/M» = ay"

x™ = yxu -H âxu, ^ " = yt/tt -+- hf.

Tali equazioni mostrano che le curve caratteristiche v — cost.
sono rette. Indicate poi con \ le coordinate pltickeriane delle rette
v = costv si verifica che, sia in TU che in u', le ; soddisfano alla
^equazione differenziale del 2° ordine

{33) ç™ = (2a -H S)EU
 H- [av — o(a -H 8)]Ç.

La (33) assicura che le curve caratteristiche <y = cost. sono, sia
in 7t ehe in u', rette di un fascio ed inoltre che la corrispondenza
«ubordinata dalla trasformazione fra le rette dei due fasci è
proiettiva. Segue quindi che anche le trasformazioni di 3 a specie
<îon oo^ coppie di curve corrispondenti affini rientrano fra quelle
descritte al n. 5.

9. Yogliamo infine caratterizzare fra le trasformazioni studiate
quelle di 2a e 3 a specie. Le trasformazioni in esame con scelta
opportuna dei riferimenti cartesiani nei due piani TT, TT' si possono
rappresentare, in coordinate non omogenee (a?, t/), (x, y), con le
equazioni
{34) x = x, y = y{x, y) (10).

La trasformazione si ottiene proiettando sui piani K(X, y), ir'(aî, y)
la superficie W dello spazio (x, y, y) di equazione y = ®(x, y) dai

(i0) Si veda il 1° dei lavori cit. in (8), p. 106.
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punti impropri degli assi y, y rispettivamente. Le curve caratte-
ristiche in K(X, y) sono costituite dal fascio di rette di centro il
punto improprio dell 'asse y e dalle proiezioni délie curve asinto-
tiche di W dal punto improprio dell'asse y, che hanno equazioni
x — x{y) con x(y) integrale délia

1 ; dx* dxdy dyl

Affinchè la trasformazione sia di 2a specie : 1°) o dovranno
coincidere i due sistemi di curve (35) e qnindi W essere sviluppa-
bile ; 2°) oppure nno dei due sistemi di curve (35) dovrà r idursi

92co
al fascio di rette parallèle alPasse y. Nel 2°) caso si avrà —[ = 0

e quindi cp = f[x) ~\- yg(x). La superficie W è una rigata avente
per retta direttrice la retta impropria del piano yy. Inversamente
se W è una sviluppabile oppure una rigata avente per retta diret-
trice la retta impropria del piano yy la (34) è una trasformazione
di 2a specie. Concludendo quindi :

Le trasformazioni di 2a specie che posseggono oo3 coppie di
curve corrispondenti affini sono tutte e sole quelle che si ottengono
con la costruzione indicata al n. 5, nell'ipotesi che la superficie S7 sia:

1°) o una rigata sviluppabile ;

2°) o una rigata avente corne retta direttrice la retta im-
propria Sœ , S'co.

Infine affinchè la (34) sia una trasformazione di 3a specie
occorre che tutti e due i sistemi di curve (35) coincidano col fascio
di rette di centro il punto improprio dell' asse y. Dovrà aversi

a2© a*o>
—p = 0, ~ : = 0 e quindi cp = f(x) H- hy (h costante). La superfi-

cie W è un cilindro avente per vertice un punto délia retta impro-

pria del piano yy, Inversamente se cF è un cilindro siffatto la (34)

è una trasformazione di 3a specie, onde si ha :
Le trasformazioni di 3a specie che posseggono oo3 coppie di

curve corrispondenti affini sono tutte e sole quelle che si ottengono
con la costruzione indicata al n. 5, nelVipotesi che la superficie W
sia un cilindro avente il vertice sulla retta
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