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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla funzione potenziale di un doppio strato in un campo
sferico o circolare,

Nota di Tommaso Boeeio (a Torino)

Sunto. - Viene data un’espressione assai semplice, con quadrature, del
primo e secondo potenziale di un doppio strato, disteso sopra una su-
perficie sferica, o sopra una circonferenza, nell’ipolesi che la densita
sia rappresentata da una funzione armonica.

In lavori precedenti(!) ho studiato il primo e secondo potenziale
di uno strato semplice, disteso sopra una superficie sferica o sopra
una circonferenza, ottenendo espressioni semplici, con quadrature,
nel caso che la densitad coincida, nei punti del contorno, con una
data funzione armonica.

Ora, con calcoli analoghi, determino la funzione potenziale di
un doppio strato disteso sopra una superficie sferica, o sopra una
circonferenza, supponendo che la densitd coincida con una funzione
armonica data. Lie formule che ottengo sono assai semplici ed
-espresse con quadrature.

In particolare, se la densitd & rappresentata da un polinomio
armonico e omogeneo, la funzione potenziale, nei punti interni
alla sfera risulta proporzionale al polinomio stesso.

(1) T. Boaa1o: a) Trasformazione di alcune funzioni potenziali, «Ren-
diconti Circolo Matematico di Palermo », t.XX1I, pp. 220-232, 1906 ; b) Sui
potenziali poliarmonici di uno strato semplice, ecc., « Quaderno scientifico
del Convegno di Modena », pp. 23-28, 1952.
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230 FONMMASO BOGGIO

1. La funzione potenziale W di un doppio strato, disteso su
una superficie o, con densita u, & data dall’integrale doppio

1
. d;
W:/’M/%do‘,

ove r & la distanza di un punto M variabile.su ¢, da un punto
qualunque P dello spazio e la derivata secondo la normale interna
é calcolata in M.

Tale funzione & armonica in tutto lo spazio.

Nel caso di una superficie sferica, di raggio R, e mell’ipotesi
fatta sulla densith w, la funzione W pud rappresentarsi con un
integrale semplice.

Osserviamo, per questo, che se W, e W, sono i valori di W
nei punti interni ed esterni alla sfera, si ha, nei punti di ¢, la
nota discontinuita :

(1) W, — W, =4nu, (su o).

Consideriamo poi la funzione armonica V, definita entro la
sfera dalla formula:

(2) Vt - Wv, - 4‘""F’

ove F & la funzione armonica nella sfera e che su ¢ coincide con u;
si ha allora dalla (1):

3) V.= W,, (su o).

In virth della (3) si pud applicare alle funzioni armoniche V;
e W, una nota formula (?) e si ha

ov, oW, 1
% "% — R
ciod, per la (2):
AW, — 4=F) oW,
_—+

V., (su ), (p==O0P),

1
= — 5 (W, — 4sF), (su o)

op o
inoltre, per la continuitd della derivata normale di W, si ha:
oW, W,
3—9_ % =0, (suo),

(3) Cfr Boge1o, loc. cit (1).
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e sommando colla precedente:
. 1 4z F
oW _ aF.__ W, + —ﬂR—, (su a),
ossia:

(4) 2 aip (W, — 2rF) + (W, — 2nF) = 2xF.

B chiaro che questa equazione sussiste anche in ogni punto
interno alla sfera, e da essa si deduce

%[91/2( W, — 22 F)] = np—12F,
da cui:
P
(5) W, = 2xF 4 mp— 1R [ o—I2Fdp,
0
che da la funzione armonica W, in ogni punto P(p, 8, ¢) interno
alla sfera.

Per ottenere la funzione W, basta applicare una ben nota
proprietd della inversione per raggi vettori reciproci e allora dalle
{2), (3) si deduce che il valore della funzione armonica W, in un
punto P(p, 6, 9) esterno alla sfera, & dato da:

R
Welp, 8, ¢9) = ; [Wier, 6, 9) —4nF(p,, 6, ¢)], ove p, = E*/p.

Se la funzione F & un polinomio armonico, omogeneo di gra-
do », si pud porre W, =FEF, ove k & una costante da determinare;
infatti la (4) diventa ora:

2k — 2m)o % + (k — 27)F = 2«F,

e per il teorema di HuLeRro sulle funzioni omogenee risulta:
(k — 27)(2n + 1)F' = 2nF,
da cui k=4n + 1)=/(2n + 1), percid:

__4n+Yrn
W= 2n + 1

2. Il secondo potenziale U di un doppio strato, di densitd u,
disteso sulla superficie ¢ & dato, secondo MarTHIEU, da;

_[ad
_%dn
(-2

(6) u ds,
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ed 2 una funzione biarmonica e continua in tutto lo spazio, e
allora, per una proprietd dell’inversione per raggi vettori reci-
proci (%), applicata alle funzioni biarmoniche, risulta che se
Ule, 6, 9) & il valore della funzione U in un punto P(p, 9, ¢) interno
alla sfera, il valore della funzione in un punto Pf(p, 0, ¢) esterno
alla sfera & dato da:

(69 Udp, 9, ?)23‘3 Ulpry 9, 9),  ove py = E%p;
ne segue :

aULp, 9, ¢) 1 p 0U,(py, 6, 9) R?
dp ‘—‘EUI‘(PU 9, (P)'—' E dp 'Fy

percid in ogni punto della superficie sferica ¢ vale la relazione:

oU, aU, 1

ﬁ_*_-a_P__RUH (su G),
e siccome le derivate prime della funzione U sono continue anche
attraverso la superficie o, si deduce la notfevole relazione:

” oU, 1
) % —2R U,, (su o).
Cid posto, si ha dalla (6):
1
d._

T Tr
Az U=2 /u 'dTO dG,
P
e suppostc che su o la u coincida con una data funzione arwo-

nica F, si ha dalla (5) nei punti interni alla sfera:
P
®) 8,T; = dn F + 2mp—1P / o—12Fdp.
0
Siccome la funzione U; & biarmonica, si pud rappresentare

colla nota relazione:

®) U =H, +(* — R")H,,

(3) V. VoLTERRA: Sulle fumzioni poliarmoniche, « Atti Istituto Veneto
di Scienze, Lettere ed Arti», t. LVII, pp 233-235 1899. T. Bocc10: Sopra
una trasformazione delle funsioni poliarmoniche, «Id. id. t. LXVIII,
pp. 309-314 , 1909 ».
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ove H,, H, sono funzioni armoniche da determinare; ne segue:
oH,
A,U,:6H2+496—92—,

e confrontando colla (8) si deduce :

3 oH,

P
1
éﬂz + P—a—P‘—:ﬂF—f— éﬂp"‘l/2'/9"‘1/2de,
0

da cui:
0 1 ¢
+ (PRH) = plRF + 5 [~
0
e se ne deduce

3 P P
1
P32H, == f plU2Fdp +5 ™ f [ | e—\2Fdp } de,
) 0 ¢

con un’integrazione per parti si ricava ancora
1 p p
H,— éﬂ; 9_1/2fp--1/2pd9 + 9_3/2[91/21?‘19 z X
0 0

La funzione armonica H, si determina poi con un noto proce-
dimento (*), che qui non & il caso di riportare, dopo di che la (8)
ci dard la funzione cercata U,, e poscia la (6') ci da poi la U,.

3. Consideriamo la funzione potenziale logaritmica di un doppio

strato, disteso sopra una curva piana s, con densith «; essa &
data da:

1
dlog -
(9) U:/ud—rds;
) 7"

8

supposto che s sia una circonferenza di raggio R, e che la densita u

coincida, nei punti di s, con una funzione armonica F. la funzio-

ne U pud rappresentarsi con un’altra quadratura piu semplice.
Osserviamo, per questo, che invece della (1) sussiste la relazione :

(10) U —U,=2ru, (su s),

e se si considera la funzione armonica V, definita entro il cerchio «
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limitato da s, dalla formula:

(11) V.= U, —2rF,

si deduce, dalla (10):

(12) V.="U,, (sus)

e di qui, applicando una nota formula (‘), si ha:
oV,  oU,
a—P+ % =0, (su s),

cioe, per la (11):
o0, oF oL,

% 2n % + 50 =0. (su s),
inoltre, per la continuith della derivata normale di U si ha:
olU, U,
e EP—’=0, (su s).
e sommando colla precedente si pud scrivere:
. (U, — = F
(13) P

ly

e quest’ equazione sussiste pure in ogni punfo del cerchio s; ne
segue :

U —=F=¢
ove ¢ & una costante; ma se U,(0) e F, rappresentano i valori

delle funzioni U, e F nel centro O del cerchio s, & chiaro che
¢= U/(0) — F,, percid si ha:

U —=F=U,(0)—=F,;

d’ altra parte, per il teorema della media sulle funzioni armoni-
che, si ha:
1 2r L 27
F, Z%/Fde :2;[%(10,
o 0
ove 6 & ’argomento di un punto variabile su s; inoltre dalla (9)

si deduce tosto:

2n
00) = [ ua,
0
percid risulta:
2n

1 ~
U,:nF+§]ud0:w(F+Fo),
1}

che ci da la funzione U, in ogni punto del cerchio o.

(4} Bogero, loc. cit. (1).
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Per oftenere la U, basta applicare una ben nota proprieta del-
Vinversione per raggi vettori reciproci e allora dalle (11), (12) si
deduce che il valore della funzione U, in un punto P(p, 6) esterno
al cerchio & dato da:

Ufp, 0) = Ulfpys 8) — 2nF(p,, 8), ove p, = R*/p.

In particolare, se la F' & un polinomio armonico omogeneo di
grado #n, avendosi F, =0, si ha senz’altro: U; = =F.

Si pud, in modo analogo, trasformare 1’espressione del secondo
potenziale logaritmico di un doppio strato, disteso sopra la circon-
ferenza s.



