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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla funzione potenziale di un doppio strato in un campo
sferico o circolare.

Nota di TOMMASO BOGG-IO (a Torino)

$imto. - Viene data un'espressione assai semplice, con quadrature, del
primo e secondo potenziale di un doppio strato, disteso sopra una su-
perficie sferica, o sopra una circonferenza, nelVipotesi che la densità
sta rappresentata da una funzione armonica.

In lavori preoedenti (') ho studiato il primo e secondo potenziale
di uno strato semplice, disteso sopra una superficie sferica o sopra
una cireonferenza, ottenendo espressioni semplici, con quadrature,
nel caso che la densità coincida, nei punti del contorno, con una
data funzione armonica.

Ora, con calcoli analoghi, determino la funzione potenziale di
un doppio strato disteso sopra una superficie sferica, o sopra una
<ïirconferenza, supponendo che la densità coincida con una funzione
armonica data. Le formule che ottengo sono assai semplici ed
espresse con quadrature.

In particolare, se la densità è rappresentata da un polinomio
•armonico e omogeneo, la funzione potenziale, nei punti interni
alla sfera risulta proporzionale al polinomio stesso.

(l) T. BOGGIO: a) Trasformasione di alcune funzioni potenziali, «Ren-
diconti Circolo Matematico di Palermo », t.XXII, pp. 220-232, 1906 ; ö) Sui
potenziali poliarmonici di uno strato semplice, ecc, « Quaderno scientifico
del Convegno di Modena », pp. 23-28, 1952.
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1. La funzione potenziale W di un doppio strato, disteso six
una superficie a, con densità u, è data dall'integrale doppio

w J dn '

ove r è la distanza di un punto M variabile^su o-, da un punta
qualunque P dello spazio e la derivata secondo la normale interna
è calcolata in Jf.

Tale funzione è armonica in tutto lo spazio.
~Nel caso di una superficie sferica, di ra^gio B, e nelPipotesi

fatta sulla densità u, la funzione W puö rappresentarsi con un
integrale semplice.

Osserviamo, per questo, che se Wt e W€ sono i yalori di W
nei punti interni ed esterni alla sfera, si ha, nei punti di <r, la
nota discontinuità :

(1) Wt — We = lizu, (su ci).

Consideriamo poi la funzione armonica V, definita entro la
sfera dalla formula :

(2) Vt = Wt - 47T.F,

ove F è la funzione armonica nella sfera e che su <r coincide con u\
si ha allora dalla (1) :

(3) V , = W., (su ,).

In virtù della (3) si puö applicare alle funzioni armoniche V€

e W€ una nota formula (2) e si ha

T^=-iv" (su<7)' (P=OP)>

cioè, per la (2) :

dWe

inoltre, per la continuità della derivata normale di W, si ha r

8W, 3We

~ " F = 0 ' ( 8 U < 7 ) )

(2) Cfr BOGGIO, loc. ett (1).
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e sommando colla précédente :

, dF

ossia :

(4) 2p ~ ( Wt — 2TCF) -H ( Wi — 2TTF) = 2TTF,

È chiaro che questa equazione sussiste anche in ogni punto
interno alla sfera, e da essa si deduce

~ [pi/2( Wt - 2-KF)] = irpr-

da cui :

(5) Wi
ô

che dà la funzione armonica Wl in ogni punto P(p, 0, cp) interno
alla sfera.

Per ottenere la funzione We basta applicare una ben nota
proprietà della inversione per raggi vettori reciproci e allora dalle
(2), (3) si deduce che il valore della funzione armonica We in un
punto P(p, 6, cp) esterno alla sfera, è dato da :

We(p, 6, ?) = |[W£(p l , 0, <t)-4nF[9l, 6, ?)], oye Pl = B«/p-

Se la funzione J è u n polinomio armonico, omogeneo di gra-
do nA si pub porre W( = kF, ove k è una costante da determinare ;
infatti la (4) diventa ora:

dF
2(fc — 2TT)P — - H (fc — 2TC).F = 2icjr,

e per il teorema di ETTLERO sulle funzioni omogenee risulta :

(k — 2-n)(2n -+- 1)F = 2-RF,

da cui k = Mn -H 1)TT/(2W -+- 1), perciö :

2. I l secondo potenziale U di un doppio strato, di densità
disteso sulla superficie <7 è dàto, secondo MATHIEU, d a ;

(6) Ü--
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ed è una funzione biarmonica e continua in tutto lo spazio, e
allora, per una proprietà dell'inversione per raggi vettori reci-
procï (3), applicata alle funzioni biarmoniche, risulta che se
Z7,(p, 6, <p) è il valore della funzione U in un punto P(p, Ô, cp) interno
alla sfera, il valore della funzione in un punto P(p, 6, <p) esterno
alla sfera è dato da :

(6') U,(p, 8, i) = ±Ulipl, 6, cp), ove Pi^R't

ne s e g u e :

», <t) i , r , . , p a ff. (pi, s, f)
= U ^ e ? ) - T

perciö in ogni punto della superficie sferica er vale la relazione :

düe aZ7, 1

e siccome Ie derivate prime della funzione U sono continue anche
attraverso la superficie G, si deduce la notevole relazione :

Ciö posto, si ha dalla (6) :

e supposto che su, a la w coincida con una data funzione armo-
nica F, si ha dalla (5) nei punti interni alla sfera :

(8) A2 Ut = kiïF -H 2TTP-1/2 L -

0

Siccome la funzione £Tt è biarmonica, si puö rappresentare
colla nota relazione :

(8') Ut = Hx + {?-R>)Ht,

(3) Y. TOLTBRRA: Sulle fun&ioni poliarmoniche, <* Atti Istituto Veneto
di Scienze, Lettere ed Arti », t. I J V I I , pp 233-235 1899. T. BOGGIO: Sopra
una trasforma^ione délie funeioni poliarmoniche, « Id. id. t. LXYIII,
pp. 309-314 , 1909».
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ove H1, H% sono funzioni armoniche da determinare ; ne segue :

e confrontando colla (8) si deduce :

da cui :

| f l , ^ P ^ = «J* -+-1 «p -i/« ƒ p-

p

i „ƒ p -
a P '

U

e se ne deduce
A P

" = TT [
J

0J Mi.
0 0 0

con un'integrazione per parti si ricava ancora

p P

Ht = | TT | p-i/2 fp-i/ajap -K p-3/2 Lv*Fdp | .
o o

La funzione armonica ^ si détermina poi con un noto proce-
dimento (4), che qui non è il caso di riportare, dopo di che la (8')
ci darà la funzione cercata Ulf e poscia la (6') ci dà poi la U€.

3. Consideriamo la funzione potenziale logaritmica di un doppio
strato, disteso sopra una curva piana s, con densità u; essa è
data da :

d log -

dn

supposto che s sia una circonferenza di raggio R, e che la densità u
coincida, nei punti di s, con una funzione armonica F. la funzio-
ne U puö rappresentarsi con un 'a l tra qnadratura più semplice.

Osserviamo, per questo, che invece della (1) sussiste la relazione :

(10) jji-üe^ 2*u, (su s),

e se si considéra la funzione armonica Vt definita entro il cerchio
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limitato da s, dalla formula :

(11) V, = U. - 2*F,

si deduce, dalla (10) :

(12) Vt^Ue, (sus),

e di qui, applicando una nota formula (4), si ha :

dV, dUe

cioè, per la (11) :
düt dF düe

inolfcre, per la continuità della derivata normale di Z7 si ha :

düt düe

- - - = 0, (sus).

e sommando colla précédente si puö scrivere :

e quest' equazione sussiste pure in ogni punto del cerchio G ; ne
segue:

ove c è una cos tante ; ma se Z7t(O) e Fn rappresentano i valori
delle funzioni Ul e F nel centro 0 del cerchio (7, è chiaro che
c = Ut{0) — ̂ o, perciö si ha :

d'altra parte, per il teorema della media sulle funzioni armoni-
che, si ha:

2;r 2 -

o o
ove 9 è T argomento di un punto variabile su s ; inoltre dalla (9)
si deduce tosto :

2TT

üx(0) = {uafi,
o

percio risulta :
2TT

Ut — -KF+- O / wde = K{F+F0),
j

che ci dà la funzione Ut in ogni punto del cerchio a.

(4) Boaaio, loc. ctt. (1).
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Per ottenere la Ue basta applicare una ben nota proprietà del-
I'inversione per raggi vettori reciprooi e allora dalle (11), (12) si
deduce ehe il valore della funzione UP in un punto P(p, 9) esterno
.al cerchio è dato da :

UJLh e) = D.(Pi. e) ~ 2 ^ ( P > , 6)» ° ™ Pi = 5Vp.

In particolare, se la F è un polinomio armonico omogeneo di
grado n, avendosi FQ = 0, si ha senz' altro : Z7t- = -KF.

Si puö, in modo analogo, trasformare 1' espressione del secondo
potenziale logaritmico di un doppio strato, disteso sopra la circon-
ferenza s.


