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Polinomi associati alle funzioni ultrasferiche di seconda specie.
Nota di ALESSANDRO OSSICINI (2 Roma)

Sunto, - 8¢ da una formula per le funzioni ultrasferiche di seconda specie,
ove intervengono dei polinomi dei quali si determinano alcuwe proprieta.

1. In una nota, apparsa in questo « Bollettino» ('), abbiamo
dimostrato che per le funzioni ultrasferiche di seconda specie
sussiste la formula

Vi) =

[1.1] L .
(_1):1]‘ — ]‘()\_'_ } F('I’L+2)\) . . A dx )
= d 2 (@*—1)? R AP L 1 npat L
27 | TN (1 + %) 1) g (@1 @ 1) L
x

valida per x arbitrario nel piano complesso tagliato lungo il
segmento (— 1, +1) e A =>— %, n =0 (escluso n =21 =0).

Per dette funzioni si ha inoltre la formula ricorrente :
[12]  (n -+ 1)QY) i) = 2 + N2 @P(x) — (n + 2% — 1)@ ().

Ora ci proponiamo di dimostrare che si ha

cg)rl o)y

(2) :
131 = —"p PM@ ey — — 1)

£ S

— 3
@—1 *

A= - é, 7 =0 (escluso # = A =0) e x qualsiasi purché non reale

e compreso tra =1, ove P,',)"'(x) indica il polinomio ultrasferico di
ordine n,

[

I)(w) == R
M3

5 @ —1)
e WM @) & il polinomio di grado » in x definito dalle
[L4] (n+2 W @) =2n + X+ D W) — (0 + )WL),

essendo inoltre W®i(x) =10, Wi x)=1.

() Ofr. A. Ossicini, Sulle funzioni ultrasferiche di seconda specie,
« Boll. dell’ Un. Mat. Ital.», 3, anno VI, (dicembre 1951), n. 4, pp. 311315.
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I polinomi WM(x) 1i diciamo associati alle funzioni ultrasferi-
che di seconda specie.

2. La relazione

r(g)rry)

()
[1.3] 2)(90) = T [P,‘,)‘)(x)Ix(.’B) _ W, ()

411
@ —1) "
valida per » =10 e per n=1, sard dimostrata in generale se ne
constatiamo la validitd per le funzioni ultrasferiche di seconda
specie di ordine 7 + 1, qualora si supponga verificata per quelle
di ordine non superiore ad n. Ora se sostituiamo nella [1.2] i
valori di Q‘,Z"(w) e di Q‘,i‘l_l(x), che si ottengono dalla [1.3], abbiamo
in base alla [1.4] e alla (%)

[21] (0 + 1P (2) = 2(n + NP P(@) — (v + 2 — )P (=),

che
o)1 (2+3)
T'{=zIT )x—{»—_— )
Q@) = ‘G—Wﬁ)—z [P,‘&’H(xm(aq) -

W) ] ,
@—1 "%

alla stessa formula saremo pervenuti se mnella [1.3] avessimo posto
in luogo di %, » + 1. Resta quindi dimostrata la [1.3].

Nel caso in cui « & reale e compreso tra -+ 1, Q,'nl'(m) & definita
dalla relazione (%)
1) =it — il4
éze s )"Q',}’(w : ()z')+e’(2 )"Q‘,})(x—m)%,

22] (—1V # g —

ove il simbolo E()\ — %) indica la parte intera del numero A ——% .

Ora abbiamo dalla [1.3]

Qo = 0d) =
1 1) (1
Qrped e
2 2 dx e
=7 T(%) P M) [ A - n W @) |
M (x‘z 1) 2 (1 xe) 2

(?) Cfr. G. Szrco, Orthogonal Polinomials, < Amer. Math. Soc. Coll.
Piibl. », XXIII, (New York, 1939), p. 82.
(3) Cfr. A. OssICINI, .0p. cit. (1), p. 314.
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Nell’integrale 1’integrazione & presa dal punto x all’co lungo
linee sopra o sotto 1’asse reale delle x secondo che si considera
il segno superiore od inferiore in =+ 0.

Poiche detto integrale pud essere preso da 0 a = lungo I'asse
reale e da 0 a + 400 0 — doo lungo l'asse immaginario noi abbiamo

(,2‘ '(x =+ 0g) =
1 1 : ®
_ r (2) <)\ -+ 2) eii(% —)n PY@) /‘ de _
0 ” o
- °*
_P‘ s )(x) W‘l(‘zllix)
j ) + 3 T2

e siccome &

[
(14w ~2F(1+;),

otfteniamo

Q' = 04) =
1 1
{5 (A T > 0.
_ (2) ( + 2) e*'(i —’)" P dx . W, () +
() 1+ 4 — 1
t—oty ® (l—ay) °
+ %nieﬁ(é _")"P;,“(x).

Per la [2.2] infine ne segue

[23) qw)zhndkﬂiglﬁ_jqpm)f _ Wﬂwﬂk
(1—a) s .

TR -1
(1—ux?)

1
Nel caso particolare A=y si ha dalla {1.3] 1a

(2.4) Q( )(x) —P‘“(m) w_*_l__ W( )(x),

n—1
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valida per qualsiasi valore di x che non sia reale e compreso tra
#+ 1, e dalla [2.3] si ha

L 1, 1
[25] Qﬁf)(x) =5 P(@)log — — W(_)l(x;
valida per x reale e compreso tra 3= 1.

Le [2.4], [2.5] sono le formule relative alla funzione di LEGEN-
pRE di seconda specie (%).

3. Stabiliamo ora alcune formule ricorrenti relative ai PM(x),
QM) e ai WM(a). -

Moltiplicando la [1 2] per PMax) ela [2.1] per @M(x) e sottraendo
membro a membro otteniamo

, Qi@ Py (@) — Q' (@) Py 1(@) =
3.1
I :&%I_’[Q&’(w)l’ﬁx(x) Q1) P (@),

cambiando nella [3.1] successivamente # in » — 1, n —2,..., 2, 1,
e moltiplicando le relazioni che si ottengono abbiamo

Qi) P (@) — QR @)1 P (o) =

3.2]
l (nr—fl}“—.?—)ﬁ [€10) Pgl(x) — Q¢ (@) P,

poiche

) 0rs) Foa
P{lx)y=1, PMw) =2x, QMwx)= f

(A 1
(3.3] W) eyt
) 1 1\ o
N F(é)r<)\+ Q) i dx i
Ql (w) = l_,()\) j ot - 1 s
(-1 * (*—1) °*

si conclude

Qi 1(@) P () — Q@) Pyl y() = —

{3.4] r (;) ()\ + )l‘('n + 2)) 1
T e+ )ITE@Y _u

@@ 1

valida per qualsiasi valore di « che non sia reale e compreso
tra = 1.

(4) Cfr B. W. HoBsoN. The theory of spherical and elipsoidal harmo-
acs, (Cambridge, 1931), p 51.
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Nel caso che x sia reale e compreso tra 5= 1 si ha

QX ()P M) — Q@) P (@) = —

. -4 (1 1 -
[3.5] (— 1)E (x 2)r‘ (2) (A +3 ) I(n + 2)) .
- (n + O T(I2)) 1
t—ay) °

Sostituendo nella [3.4) i valori di Q‘)"(x), Q™ (x) che si traggono
dalla [1.3] si ha
: Y D(n + 2))
[3-6] PR (@)W oa) — PP @)W () = DI T

Se invece sostituiamo mnella [3.3] i valori di PM(@), P{,(x)
ottenuti sempre dalla [1.3] abbiamo

Q@) W o) — QP (@) W () = —

(3.7 T +2) [ da
_(n-;-mrm)[ 1’

valida per qualsiasi valore di x che mnon sia reale e compreso
tra 1.

Nel caso che x sia reale e compreso tra 3= 1 utilizzando la [2.3]
si ha
QX (@) WP o) — QU)W () = —
E{(x -1 x
(=1 ( *)rm + 2)) dex
(n + DT e
o (1—2)

(3.8]

4. Partendo dalla [3.4] possiamo determinare uno sviluppo
relativo ai polinomi associati.
Abbiamo dalla [3.4]

1 1

Qg‘ix( Q‘”(x) r (§> r (k -+ é) I(n + 2)) _

P (@ ) 7
@ P ( ) PL):)H(a:)Pﬁ‘)(x)(n + 1)! TOT@\)(e* — 1)’t z

cambiando % in » — 1, n — 2, ..., 2, 1 ¢ sommando ofteniamo

1 1
Ry o) ! (é) r (k * é) ntl (s + 2% — 1)
Pli@) PP COICEN =1 51 PP P M)

[4.1]
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Dal confronto delle [1.3], [4.2], se si tiene conto della [3.3], si ha

1 1
F(z)r<A +'2)";ql (s + 2} — 1)
TOTEY) 2y st PP PN (o)

s—1

[43] WD) = P ()

1
Nel caso h=75 la [4.3] diviene

1

[

[4.4] Wit — P8

" S'—l

plHypl)e

la [44] & lo sviluppo relativo ai polinomi associati alle funzioni
di LecENDRE di seconda specie (5).

5. Per ultimo ci determiniamo lo sviluppo secondo le potenze
-1 ’
di Z 5— dei polinomi associati WM ().

Sostituendo V’espressione [1.3] nell’equazione dei polinomi ultra-
sferici di grado n +1 e delle funzioni ulfrasferiche di seconda
specie di ordine n + 1

3-1] (1 —afy”’" — @2+ Dy’ + (n + t)n + 22 + 1)y =0,
otteniamo che W{M(x) soddisfa 1’ equazione differenziale :

Pili@)
[5.2] (1 —ady” — @) — By’ + (0 + 2)(n + 2Ny = 2% :};

Se effettuiamo il cambiamento della variabile indipendente x
dato da

= 1
u=—g—,
e ricordiamo che si ha (%)
aP (x
d+1( ) — NPOH (),
T(n + 2\ + 2) 8 1—x
)y R AN+ 2 - —
P = v v o) F("“L%'Fz SRS N )

ove F & la funzione ipergeometrica di Gauss ("), otteniamo
3 n

53] — ulu + 1)y + ()\ — §)(2" + 1y +(n+2)n +20) = 3 fu
s=0

(5) Cfr. E. W. HossoN, op. cit. (4), p. 72.

(6) Cfr. G. Szeco, op. cit. (2), p. 81.

(7) Cfr. G. SANS0vE, Lezioni sulla leoria delle funzioni di variabile
complessa, Volume secondo, (Padova, 1949), p. 58.
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con
1
r()\+§) I +s+20+2)
I o) ., 3
s!n —s)!I‘(s + h+ 5)
Se poniamo
n
[5.4] y= 2 au’

8=0

e sostituiamo nella [5.3] avremo che i coefficienti «, devono verifi-
care le relazioni (s =0, 1, 2,..., » 1, n)

[65] afn+s + 2)(n — s+ 2)) +a.,(s+ 1)() —g — s) =

con @,,,=0.
Dalla [5.5] abbiamo che i coefficienti @, sono dati in funzione

1 3
di @, dalle (s=1, 2, 3,.., », n + 1), (—§<)\< §)

r(3_»
_m+s+1)! Tm+2x+1) \é_ ) ,
“=""Tmw+1) Tm+s+ 20 +1) 'I‘( 3 )\X'
5.6] sil{s+ 5 — )
1
4+ 1)1 r(x + é) | T2 1 e 1) (n 20 +—1—t)l‘(t+g _x)

< | a,—

- - 1 b
r(g - x)r(zx)r(n+2>\+1)‘—‘ lr(x + 1+ 5)(% +1 +Hhlm+1—1#)!
essendo quindi «,,, = 0 ne segue

1 3
m+1)!T (x + 2) it T+ 22+ 1+ H)T(+ 241 — t)r<t+§ _x)

5.7 a=

r(g _x)r(zx)r(n+2x+ 1) =t qr (x b %)('n )l (m 41—

1 3
ed infine (s =0, 1, 2, ..., n — 1, n), (_§<x<§).

(4204 14-4)T (0 +2) +1—t)r‘(t+€—}—l)

1
r )\+§)(n+s—+—1)! 5

nl

{58] a,—= 3 | 1 B
s!F(2)\)[‘(s+§ —)\)F(n+2)\+1—-s) st tr(x . é)(n L) o+ 1— )

Si ottiene quindi per i polinomi WY@) 1’ espressione

[ 2<r<d)

1
F()\_'_Q) » Ky, s(n +s -+ 1)! 1 x)

(59 W)=
@23 s=0g I‘(

s+g—)\)[‘(n+2/\+l—s)
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ove K, ; denota

2
i1 T+ 20 + 1+ O0(n + 2% + 1 —t)l‘(t-g-g_)\)

Kﬂ,s: 1
t=s+1 tr‘(k+t+§)(n+1+t)!(n+1—-t)!



