BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

G. PALAMA

Sul Wronskiano delle funzioni di Laguerre
di 1* e 2% specie e su dei polinomi ad esse
associati.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 8
(1953), n.2, p. 185-193.

Zanichelli
<http: //www.bdim.eu/item?id=BUMI_1953_3_8_2_185_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1953_3_8_2_185_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1953.



Sul Wronskiano delle funzioni di Laguerre
di 12 e 22 specie e su dei polinomi ad esse associati.

Nota di G. PAnamMA (a Lecce)

Sunto. - Stabiliamo wn questa Nota per il Wronskiano delle funzioni di
12 e 2 specie (*) la formula

Ple + n +1)e®

Wo, n(@) = ‘/2,-; n!loga+rl

ed esprimiamo le funzioni di Laguerre di 2¢ specie @ mezzo, 0 di alcuni
polinomi PL“)(X), che Ui diciamo associati di tali funzioni di 1¢ e 2%
specie, o der polinomi dv Laguerre, e di aulcune classiche funszion:.

1. Sussistono per le funzioni di LAGUERRE di 2% specie le
formule

1) 19 y(o) = — 184 @) + 1 P(w),
@) 2l (@) = — WP (@) + (2 + 0 ().

Per dimostrarle basta mettervi al posto di l‘,:‘)(x) lo sviluppo

—Te+n+1) ®  Tx— mpam—a
V2= mool(@+n—m -+ 1ym!’

3) 1) =

ove si suppone x finito non nullo ed x non intero qualsiasi, e
verificare che in ciascuna @ identicamente nullo il coefficiente di
xm—a,

Del resto I’analoga della (2) per i polinomi di LAGUERRE segue
da formule che sussistono anche per le l(,‘f)(zv).

(¥) Cfr. G. PavnamMA, Funzioni di Laguerre di 2% specie, <« Boll. dell’Un.
Mat. Ttal.», 3, Anno V, (Marzo 1950), n. 1, pp. 72-77. In questa nostra
Nota ci serviamo dei simboli e della nomenclatura del Lavoro citato.

(®) Cfr. L. c. in (V).

(®) Tale notissima condizione si omise nel 1. c. (%).
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2. I1 Wronskiano W, x(x) di L), 1“Yx), che sono due inte-
grali linearmente indipendenti della
xy” + (« — 2 + 1)y + ny =0,

se « non & intero (%), & dato da

4) Wo, u(e) = — L)) + L2 DryliPa),
per z finito qualsiasi, « +1 << 0, poiche & (%)

d

70 D@ = — L), o W) = — 1)

Ma dalla formula di LiouvIiLLE si ha

x
a—x+1

Wa, n(w) = W, n(l)e—f‘ x

cioé

Wi, w(@) = W, a(l)em—lo—lot1),
per qualunque x anche nullo, purché « + 1 <{0. Quest’ultima da,
a prescindere dalla costante W, »(1), il valore di W, x(x) che con

il procedimento che segue ci & fornito insieme con il valore di

Wa, n(l).

3. Eliminiamo tra la (2), la sua analoga per gli L?(x) e la (4),

rispettivamente li‘,’:ll)(x), L(,f‘_fll’(x), abbiamo cosl

@) @ Wo, n@) = L (@)1@) — U 4(a) L),

a4+ n

Se ora cambiamo nella precedente prima » in # + 1 e vi eli-

miniamo poi lif'il(x), L y(x) a mezzo delle

(B) m + DI @) = @20 + « + 1 — 2)Pw) — (2 + n)lP (),
6) (m + )L (@) = @20 + « + 1 —2)LP(@) — (x + #)L (),

si ha la notevole formula ricorrente

x+n+1
Q) Wo, natla) = — ——5— W, n().
Ma la (7) mutandovi successivamente # in # — 1, n — 2,...,1, 0

- moltiplicandola con le relazioni che si ottengono, da, se si cam-

(4) Cfr. 1. c. in (4).
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bia poi » in n — 1
T 1
@ W,y ufa) = ot 1)

T+ ut Ve 0@

si & pertanto ridofti alla determinazione di W, olx).
4. Si e stabilita la (3

{8) l(“l(w) V_F «)e*z—=, « non intero < 0, « finito qualsiasi,
la quale, cambiandovi « in « + 1, pud scriversi

d M-+ 1) e
o) = =2 7,
7 @) Vo o
Ora quest'ultima integrata da (per la (3), l((,“)(O) =0) per « non
intero << 0

@x

F(O(.——-i_l)_/ eacx_(aH 1)dx,
Ver §

ove si suppone x finito qualsiasi.
Pertanto dalla (4) se vi poniamo # — 0 e notiamo che I{?(x) per
w + 1 < 0, & finita per qualunque x finito, e che L'“)(x) =0, abbiamo

) 1) =

W, ofz) = — 1% V(=)
cioe per la (8)
T+ 1 e*
(10) Wo, ol@) = (\/2‘“ ) ‘gatl’

Se percid portiamo nella (7!) il valore di W, o(x) dato dalla
(10), abbiamo infine la formula che si cercava

T +n + 1)e®
11 Wy, () = ————
{) = () n! '\ 2rxr+i
5. Se nella (4) poniamo o« = —1/2 ¢ cambiamo x in «*2 si ha

2@ (@),

(%) Cfr. L. c. in (1), ove perd nelle formule che danno l(_"_‘)l(aa) ed l(f’g(ac)

o w_, (5)=-u () 5) - ah(g)

1
si ® trascurato l'irrilevante fattore costante — ——

Var

13
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ma abbiamo

ay (@) =l e, alf)(5)= 5 e

e le analoghe per le rispettive funzioni di 2* specie, essendo

H,(x) ed h,(x) il polinomio e la funzione di 2* specie ’ERMITE per
i quali valgono le

d d
a3 Bn@) = nH, (@), o ha(@) = nh,_,(2);

quindi sostituendo mella (12) i valori dati dalle (13) ed amnaloghe
si ha a mezzo della (11) la nota formula (°)

al
H,,(a)hy,— (@) — H,,,_,(x)hy,(x) = (21 — 1)te®
che vale per x qualsiasi anche nullo come si desume dalla 2* delle
(13) e dalla (3).
I’ultima formula trovata perd si ha assumendo m pari ed uguale
a 2n nella seguente formula riportata dall’APPELL (%)

a2

H\(@)h (@) — Hppe () (@) = (0 — 1) Le® .

Allo scopo di trovare la formula con funzioni di LAGUERRE di
12 e 2* specie dalla quale particolarizzando si ha la precedente
per me dispari, si cambi nella (4!) « in « + 1 e si aggiunga e sot-

tragga 1% (@)L Y(x), si ha cost

X
T Wt o) = | — 100+ e e |+ (o) —

— |- L) + 1 i

cioé per la (1), se vi si muta % in »+ 1, e per la (11)

L+ n -+ 1) ;
{a+1) {a) _ 7la) {a+1) . _
L elia) — D@ Vo) = oSt = Wa, )
che & appunto la formula che si cercava.
Difatti se in essa poniamo «—= — 1/2 abbiamo appunto, tenendo
presente le (13) ed analoghe, la detta formula per m dispari delle
funzioni di 1* e 2* specie di HERMITE.

(°) Cfr. P. ArpELL et J. KampE DE Ferier, Fonctions Hypergéoméiri-

ques et Hypersphériques - Polynomes d’Herwute, Paris, Gauthier Villars.
(1926), p. 360.
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6. Dimostriamo che si ha
(@) _M[ ) (@) ﬁ]
(14) by () = Ve Ly (@) Lo(x) + P'(2) 1 s

T
n>0, o«+1<0, x finito,
ove &

®
ex
Ia(x) = ] W dx,
0

e Pﬁﬁ’H(a:) ¢ il polinomio di grado # in x definito dalle
(15) (n + 1)P£‘°3_1(x) =2n +a+1— x)P(,‘,")(x) — (2 + n)Piﬂl'a:),
(16) PP(x) =1,

Ple) = 56+ 3 — 23
essendo inoltre P (x) = 0.

Difatti se si sostituisce nella (5) il valore di I!*z) dato dalla
(14) e quello di 1I!#) (x) che vi si trae, si ha per la (6) e la (15)
Fle+ 1)
Vor
si ha cioé la (14) stessa quando si cambia in essa # in » + 1. Ma
la (14), sussiste per » =0, # — 1, quindi essa & vera in generale.

) =D 10 @Tie) + PR L],

I polinomi P‘,,”(w} che compaiono nella (14) li diciamo, come si
& gid avvertito, associati alle funzioni di LAGUERRE di 1 e 27
specie.

7. Una elegante formula relativa ai P?(x) ed ai L'%(x) si ot
tiene immediatamente sostituendo mnella (4!) al posto di W,, »(x) il
valore dato dalla (11) ed invece di I{?(x), I'¥) y(x) i valori che si trag-
gono dalla (14), si ha cosi

T(o 1
1) H@PE - LR = e

che insieme con la (16) pud servire come altra definizione dei P;f‘)(ac).

8. La (17) pud stabilirsi anche rapidamente sostituendo nella
espressione (1w + 1)S,, u(x), se con S, »(x) si indica il primo membro
della (17), al posto di Py +1(oa) ed L' (x) i valori dati rispettiva-

mente dalla (156) e dalla (6), si ricava cosl

(® + 1)S,, u{x) = (x + 1)Sq, n—1(x),
da cui cambiando » in n — 1, » — 2, ..., 2, si frova col solito pro-
cedimento la (17), essendo S, o(x) =1.
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9. In modo del tutto 'analogo utilizzando la (5) invece della
(6) si stabilisce la
Ll + 2 + 1)

Pilai lizt) — P:f) lif) — 7
()l () (@)lei-1() 1) Vor

I ).
che & una formula ricorrente tra due soltanto delle liff)(x), n=>0.

10. Lia (4) e la (14) consentono di ricavare facilmente questa
altra relazione

V—2_7rg(;a+1
N s V)
= L@ Ly @) — (« + DLP@)P D) + a Lyl (@) P@)

da cui a mezzo della (11) si otfiene, se si tiene presente che

ea:
(¢ + DEo4a() = L) — —7,

(4 VL) (@) P V(o) — 2L ) Py (@) = L), 4 (ae) L) — LiE4(0)

che insieme con la (16) pud utilizzarsi anch’essa per definire i P{(x).

11. Si puo far figurare nella (14) sia la funzione ipergeometrica
confluente ®(a@, ¢, ) che la funzione y incompleta (7).
Difatti &
1
(18) a [ ertte—-1dt = gp(@, @ + 1, ), a >0,
0
ove appunto ®(@, ¢, x) & la funzione ipergeometrica confluente di
PocrAMMER-KUMMER [spesso indicata anche con G{a, ¢, x) e che
¢ una degenerazione della funzione {F'(a, b, ¢, x) ipergeometrica
di GavUss].
Se nella (18) poniamo { =u/x, a = —a, « < 0, si ha
X
1
/euu—(a+1)du = x—oP(— o, —a + 1, x).
0
Pertanto la (14) pud scriversi
— ()

19(x) = Vo [L‘,,?”(x)qa(_ % — &+ 1, 2) — oce’”Pi,“)(x)},

(") Cfr. F. Tricom1, Lezioni sulle funszioni Ipergeomelriche confluenti,
Torino, Gheroni, (1952), (280 + 2 pp.), pp. 175-177.
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in modo analogo si ha

r 1
k) = o (- L v, — )+ Payora—e]
Ver
in cui appunto y(— «, — x) & la funzione y incompleta.

12. In questo e mnel successivo N. stabiliamo due notevoli rela-
zioni tra i polinomi P{(x) e quelli di LAGUERRE e tra le funzioni
di 1* e 2* specie quando in quest’ultima V’indice » & negativo.

Dalla (8
ar g ]la+n)
da® [.’XZ“*"G wlO (m)] ’
ove I+ ™(x) si ottiene dalla (9), a mezzo della formula di LEIBNIZ
relativa alla derivata ennesima di un prodotto e della

(19) o) = 5 evar

dr
o @erFe—?) =k! wre—= L\ z),

si ha
(a] (0‘ + 1) () L(a)(x) —k
Ly () = \on Ly (@) al®) + — [—1"( 1) k% (o + k)x—%* +

F(oc +n+1) 2 o (—a—n—k)
T+ Do 20k L L L - )]

che confrontata con la (14) d
I« + 1)2n PP (@) = — L'a)Ru(x) +
+ D42+ 1)16,5:‘1 7‘;L(,‘,"f,’f Nae) L= (— a),
ove

By(x) = k§1 T(e + kan—F,

avendosi inoltre per questi polinomi la formula ricorrente
Ry ii(x) = aBu(z) + Tz +~n + 1).
Analogamente da una formula del TricoMr (®), che tradotta nei
nostri simboli scriviamo nella forma seguente

1 an
(20) B @) =y e g [ el

(&) Cfr. L. c. in (%).
(%) Cfr. F. Tricom1, La seconda soluzione della equazione di Laguerre,
«Boll. dell'Un. Mat. Ital.», 8, a. VII, (Marzo 1952), n. 1, pp. 1-4.
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si ricava la pii elegante formula

S 1 S
@1 Piti)(x):]}:"l a+k)( ) ( a k)( ).

Si noti la grande analogia che vi & tra la (19) e la (20).

13. La (), essendo ('°)
(e — 1)
V=
Flx—1)
Ver

(22) 19x) = — exx—a(a — 1),

(23) 1Y @) = ————emx—ox — «+ 1).

da una formula del tipo

M — 1)

X9

(24) 19 () = (— 1) era-2Q\* (),

in cui Q(“) 1(®) & un polinomio di grado » — 1 in x definito dalle

(x — ) @Nw) = (21 — « — 1 + 2)Q y(2) + (0 — 1)@\ o(a),
W=u—1, )=z —urt
come ¢ facile verificare con il metodo d’induzione completa, ser-

vendosi appunto della (5).
Tale metodo consente inoltre di dimostrare che

T — e
e e (4 R

=0

-la quale confrontata con

(=1)(e+n—1i+1, 4
il(n - 4!

(— L) = B

xﬂ—’b,
da immediatamente la relazione seguente
Fle —n)n!
(2) () — AL Sk
Q.%%) [l —1)
Pertanto la (24) pud scriversi se si cambia » in n + 1

{(— 1)»+10(x — n)n !
v 2r

L~ a).

12, (@)= erx-a LN — 2),

(*°) Cfr. L. c. in (!). In questo lavoro del prof. TricoMI si trova un ri-
sultato analogo con lo stesso procedimento da noi gid utilizzato per stabi-
lire 'ultima formula del n. 5 del 1. c. in (}).
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in cui appunto sono messe in relazione le due funzioni di La-
GUERRE di 1* e di 2% specie ma quest’ultime con indice negativo.
Si noti infine che tra l(j)l(w) e l(j.g{z) per le (22) e (23) intercede
la relazione
(x — z + I (z) = z1%(2).

In questo Lavoro del Prof. TricourI si trova un risultato ana-
logo con lo stesso procedimento da noi gix utilizzato per stabilire
Vultima formula del 1. c¢. in ().



