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Sul comportameato asintotico degli integrali dell'equazione
differenziale yn -+- A{po)y = 0 con A(x) > 0.

Nota di EMILIO GAGLIARDO (a Gtanova).

^utito • Le note proposizioni (l) sul comportamento asintotico degli intégrait
delVequobStone proposta si stabiliscono solitamente formwlando ipotesi
sul limite (per x — ooj di funsioni come : A.(xJ, x2A(xJ (quando Afxj
tende a zero), .... oppure swll'ordine di infinitesimo della stessa Afx).
Ci proponiamo di mostrare che risultati pm precisi in condizioni più
generali si possono ottenere in modo notevolmente semplice formulando
ipotesi sulVesistensa degli intégrait impropri délie dette funsionù
Oosï facendo noi possiamo prendere in considerazione anche funsioni
A(xJ per Ie quali i limiti nominati non esistono, come ad esempio av-
viene solitamente quando nella f^nzione A(X) compaiono a fattore fun-
zioni trigonometriche. Se pot questi limiti esistono, da alcuni dei criteri
che troveremo si deducono immediatamente gli analoghi già noti, come
cast particolari*

1. In ciö che segae sofcfeiateaderemo sempre : A^x)^0 definita. e
'Continua per ogni valore finito di x > xQ > 0.

In questo lavoro si dimostrano i segaenti teoremi :

({) Cfr. Gr. SANSONB, Equazioni differensiali nel Campo reale, parte IIy

•Cap. VII, § 4, (19A9); e: Q-. S^NSONE, Studi asintotici sulle equazioni dif-
ferensiali di secondo ordine, « Rend. Semiaario Mat. e Fis. di Milano »,
Vol. XV, (1941).
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oo

TEOREMA I. - Se ƒ A(x)dx —oo tutti gli integrali delVequazionç

in esame sono oscillanti.
oo

TEOREMA II. - Se ƒ A(x)dx < oo, se un integrale delV equazione

è oscillante (% la successione dei suoi infiniti zeri : a>1 <: aa < .... è
tale che la serie 2 risulta convergente, ossia Ie mutue
distanze tra gli zeri consecutivi crescono molto rapidamente.

TEOREMA III. - Se A(x) ;> T—j, posto B(x) = A(x) — j - 2 ^ 0 se
oo

ƒ xB(x)dx = oo, alïora tutti gli integrali delV equazione sono oscil-

lanti (3).
TEOREMA ÏY. - Se un integrale delV equazione non è oscillante^

e ad esempio a partire dal suo ultimo zero si conserva positivo (4)̂

esiste sempre finito (o nullo) il limite : lim ïffl, e precisamente st

possono presentare tre casi :
A) : La curva y(x) non ammette asintoti, e in tale caso si ha

inoltre : lim y(x) = H- oo ; lim ^— = lim y'(x) = c > 0 ;
x

B) : La curva y(x) ?ia per asintoto una parallela alVasse x, e si
^a : y(x)=c— e(x) con c > 0 cd s(x)^>0 monotono infinitesimo?
lim y(x) = c > 0 ; l i m ^ = lim y'(x) = 0 ;

x
C) : La curva y(x) ha per asintoto una retta non orizzontale &

si ha : y(x) = cox -+- cx — s(x) co^ c0 > 0 ed e(x) :> 0 monotono infi-
y(x)

nitesimo ; lim y(x) = -+- oo ; lim -— = lim y'(x) =: c0 > 0.
x

TEOREMA Y. - Nella ipotesi del teorema précédente (y > 0) se

ƒ x2A(x)dxc=oo è da escludetsi il caso C);
(2) Come pû > risultaie dal successivo teorema.
(3) Se invece A(x) < j - g come è noto nessun integrale è oscillante corne-

segue dal confronto con l'equazione y" -+ —̂̂  y — 0 il cui integrale gene-

rale y = V £c(Cf -4- C2logflc) non è oscillante.
(4) Se si conserva negativo, restando l'eqnazione in esame soddisfatta

quando si cambia segno alla soluzione, Talgono ovviamente risultati sim-
metrici rispetto all'asse x.
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se poi ƒ xA(x)dx — oo è da escludersi anche il caso B) e
a-o

ricade nel caso A), e inoltre è c = 0 ,
oo

Se invece ƒ x2A(x)dx < oo è da escludersi il caso A) e quindi

Vintegrale y[x) ammette la rappresentuzione asintotica : y(x) = ax +
b -+- y(x) con Y(X) monotona infinitesima.

2. Yogliamo anzitutto osservare come i noti risultati relativi
al caso lim A{x) = 0 seguono immediatamente da alcuni dei teo-

aï—•* oo

remi enunciati, come loro casi particolari, rilevando perö con
alcuni esempi che questi teoremi sono utili anche quando i noti
criteri falliscono.

È facile riconoscere che il risultato di A. KNESER (5) per il

quale se: lim x2i(x) > T gli integrali sono tutti oscillanti, è conse-

guenza del teorema III. Questo teorema ci permette perö di asse-
rire anche, ad esempio, che sono tutti oscillanti gli integrali delle

1 h
equazioni corrispondenti alle funzioni : A(x) = j - ^ -+- ~^\ (K>0)

"i Jn Sï"| Tl i /Y»

e : A(x) := -7—i -+- jj— (k > 0) (valendo inoltre per i loro zeri il teo-

rema II), mentre in questi esempi il risultato di KNESEE non

puö servire perche il limite di xtA{x) vale j o non esiste.

Inoltre il risultato del Diisri per cui se A(x) = Q(x—f*'*'p)), con
? > 0, gli integrali ammettono la rappresentazione asintotica
y(x) = ax -+• b +- Y(X) con y(x) — 0, e il risultato di D. CALIGO (6),,
se A(x) > 0 seguono come casi particolari dall'urtimo enunciatc-
del teorema Y e dal teorema IY. Questi teoremi contengono inol-
tre nuovi risultati e precisazioni.

Dal teorema I segue che sono tutti oscillanti gli integrali delle
sin2 x

equazioni con : A(x) = sin* x, e : A(x) = per Ie quali i notï
x

criteri falliscono.
Il teorema II è applicabile ad es. alPequazione : y" -+- j - ^ ^ / = O

(5) A. KNESER, Untersuchwngen über die reellen Nullstellen der Inte-
grale linearer Differentialgleichungen, « Math. Ann. », 42, (1893), pp. 409-435.

(6) D. CALIGO, Comportamento asintotico degli integrali deirequazion&
differensiale y" -+- A(x)y = 0, « Boll. U . M . I . » , (2), 3, (1941), pp. 286-295.
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isoddisfatta da: y — V xsinlogx; gli infiniti zeri sono : an—enn,
e la serie considerata nell'enunciato del teorema risulta effettiva-
mente convergente.

L'equazione y" H- . t y = 0 per quel che si è osservato nella

nota (3) ha tutti gli integrali non oscillanti; sono allora applicabili
i teoremi IY e Y: da quest'ultimo segue che ei troviamo nel caso A).

3. Dimostrazione del teorema I.
Intanto per ogni integrale y(x) dell'equazione data si ha evi-

dentemente :

X

) = y\xx) — J A(t)y(t)dt (con x > xx > x

Sia in X^^XQ) p. es. y{xi) > 0.

Dimostriamo anzitutto che per qualche x%>xx è: y\x^) < 0 .
Se infatti per assurdo fosse y'^>0 per ogni x>xx allora la y

sarebbe non decrescente, ossia y>y(x^ per ogni x >xl9 e per la
{1) si avrebbe :

X

y'(x) < y'(xx) — yixjJAtydt (con x >: x,)

ma siccome per ipotesi l'intégrale di A(t) diverge per x - ^ oo ne
seguirebbe che per x abbastanza grande, prevalendo il termine
negativo, yf diventerebbe negativo contrariamente a quanto si è
«upposto per assurdo.

Bisogna quindi ammettere che esista qualche #2 ;> xx in cui
«ia y'{Xz) <L 0. Siamo ora in grado di dimostrare che per qualche
•̂ 3 > xi e y(xz) = 0. Infatti se per assurdo /̂ si conservasse sexnpre
positivo a destra di Xj, dall'equazioue stessa segttirebbe y" < 0
<(a destra di £Cj) ossia la curva y(x) dovrebbe (per x>x^) stare
tutta al di sotto di ogni sua tangente (7) ; ma si è dimostrato che
per xt opportuno ^ ^ è : 2/'(̂ 2) < 0 (e : y(xt) ^ 0) ossia la tangente
alla curva y(x) nel punto di ascissa x% incontra Tasse x in un
punto a destra di as2, e quindi ancora prima dovrebbe incontrarlo
la curva integrale dovendo essa rimanere tutta al di sotto di que-
«ta sua tangente.

(7) Piû in generale una curva f(oc) non puö mai passare al di sopra di
un'altra curva g(x) se in un punto se* è: f[x*)^g(x% e: f'(x*) = g'(x*),
^ per ogni x è: f'f(x) ^£g'f(x). Infatti la differenza f(x) — g(x), avendo
•derivata non crescente, e nulla in x = x*, deve essere aempre < 0 essendo

in x — x*.
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Analoganiente si ragiona supponendo y(xx) < 0.
È cosï assicurata l'esistenza di uno e quindi infiniti zeri a

destra di un qualunque xl^x0 ove y(xk)4=0 quindi ogni integrale
non identicamente nullo è oscillante.

4. Dimostrazione del teorema II.
È sufficiente dimostrare che se gli infiniti zeri a 1 < a 2 < . . . di

un integrale y(x) sono tali che S« = oo, è allora :

/ A(x)dx = oo.

Scriviamo la (1) con: xx = an e: x — an+1

ma nei due zeri consecutivi an, a„+1 y' ha segni opposti, e nel-
1' intervallo da essi limitato y ha segno costante, inoltre, come
xesta sottinteso, A(x)^0, quindi possiamo scrivere:

°

J A(x) | y(x) \dx=\ y'(an)

Chiamiamo Mn il maggiore dei due numeri («/'(utJI e \y'{<in+\)\
\Mn > 0 perché solo la soluzione identicamente nulla - che esclu-
diamo - puö avere zeri multipli) ed Bn il rapporto tra il minore e
il maggiore di essi (0 < Bn < 1).

Supponiamo ora ad esempio y > 0 nell 'intervallo (a„, ffn+j) è
allora ivi (cfr. V equazione) y" ^ 0 e quindi (cfr. nota (7)) in questo
intervallo la curva sta tutta al di sotto di ogni sua tangente e in
particolare delle tangenti negli estremi deir intervallo, Ie quali
hanno coefficient direttivi in modulo minori o eguali a M„ e
quindi, in tutto F intervallo, y è minore di JJfM(aM+1 — an).

Analogamente si ragiona supponendo y < 0 nell' intervallo
detto. Se ne conclude che in ogni caso il rapporto tra \y\ ed
^»(a«4-i — o>n) è minore di 1.

Da ciö e dalla uguaglianza précédente si ottiene:
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Ma per ipotesi la serie SM è divergente e quindt

diverge anche la serie: HnJA(x)dx ossia è: jA{x)dx = <x>.

5. Dimostrazion^ del teorema III.
/isix\

Ponendo z{x) = —=. ove y (x) è unintegrale dell'equazione data,
\x

è verificabile con una derivazione ia seguente identità :

(2) xs'{x) = xis\xi)

Le funzioni y(x) e B(X){X > x0 > 0) hanno gli stessi zeri ; basterà
quindi, per dimostrare i l teorema^ provare che la z(x) ammette
uno e quindi infiniti zeri a destra di un qualunque punto xl>xQ

ove si a z(x1)^0.
Sia ad esempio z(xï) > 0. Dimostriamo anzitutto che per un

opportuno x%>xx è zf(x2) < 0.
Se infatti. per assurdo fosse z'(x)>0 per ogni x^>xx e quindi

anche xz'(x) ;> 0, ragionando in modo analogo a quanto si è fatto
per il teorema I, essendo z(x) non decrescente, e tenendo conto
delle ipotesi del teorema. al secondo membro della (2) dovrebbe
prevalere, per x abbastanza grande, il termine negativo; e quindi
il primo membro risulterebbe negativo, contrariamente a ciö che
si è supposto per assurdo. È dunque 0'(x2)<O; e quindi possiamo
scrivere : x2z

f(xz) < — c 2 <0.
Risulta ora assurdo che a destra di xx la z(x) si conservi sem-

pre positiva, perché in tal caso dalla (2) seguirebbe xz\x) non ere-
scente a destra di Xu e tenendo conto del x*isultato précédente si

c2

avrebbe: z'(x) < per ogni x>x% e quindi la curva z(x) sta-
30

rebbe, a destra di x2, tutta al di sotto della curva f(x) integrale

delF equazione ff(x) = ed avente in xt il medesimo valore
x

iniziale z(xt), ossia della curva f(x) = — c2 log as 4- cl (c1 opportuna)
la quale scende al di sotto dell' asse x per x abbastanza grande.
Cosi pure deve quindi avvenire per la curva z(x). Analogamente
si ragiona supponendo z(x1) < 0.

(>. Dimostrazione del teorema IY.
Dalla ipotesi di questo teorema: y(x) > 0 (per a5>x i) e dal-

1'equazione stessa^ segue: y'\x) < 0 (per x > xx) ossia y\x) è mo-
notona non crescente.
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Possiamo anche precisare : y\x) > 0. Infatti se in un punto
fosse y' < 0, ripetendo F ultima parte della dimostrazione del Teo-
rema I ne seguirebbe F esistenza di uno zero (a destra di Xj) in
contraddizione con Ie ipotesi.

La funzione y'(x) positiva (o identicamente nulla) monotona non
crescente ammette allora un limite positivo o nullo per x —* -+- oo.
Invece la funzione y{x), positiva con derivata positiva (o nulla),
puö avere limite positivo finito oppure infinito.

Se la funzione y(x) ha limite finito sono ora evidenti tutte Ie
proprietà enunciate nel teorema nel caso B). Se invece y(x) ha

limite infinito, per la regola di De FHospital ^ -^ tende allo stesso
x

limite di y'(x) che come si è dimostrato esiste positivo o nullo. Se
poi questo limite è positivo si potrà separare il caso C) dal caso
A) qualora la curva y(x) ammetta un asintoto.

Se 1'asintoto esiste sono evidenti tutte le proprietà enunciate
nel caso C) (Bicordando le proprietà dimostrate delle funzioni
y(x) e y\x)).

7. Dimostrazione del teorema Y.
Premettiamo la seguente OSSERVAZIOJSTE :
Se Ie tangenti di una curva y(x) hanno per x - > + o c un coef•

üiciente direttivo limite, m, e- le loro intersezioni con Passe y
Tianno un punto limite: (0, n), allora la differenza y(x) — (mx + n)
~tende a zero.

Dimostrazione : Pissato e le dette intersezioni dovranno cadere
per as > N all' interno del segmento compreso tra i punti : A(0M — e)
*e : B(Q, n -+- s).

Se ora per un valore #* > N fosse y(x*) = mx* •+- n H- S -+- h
con h Z> 0, la curva y(x) per x > x* resterebbe tutta al di sopra
della retta r congiungente il punto B col punto: (se*, mx* + n+£+^/2)
{infatti per scendere al di sotto di questa Ie tangenti della curva
non potrebbero più incontrare Fasse y all'interno del segmento
AB); inoltre Ie tangenti avrebbero coefficiente direttivo maggiore
•di quello della retta ry e allora il limite dei coefficienti direttivi
non potrebbe essere m come invece si è supposto.

Se ne conclude : y(x*) < mx* -+- n -H E, e cosi analogamente :
:y(x*) ^ mx* -+- n — e, (per ogni x* > N). È cosï dimostrata la tesi.

Per dimostrare il teorema Y ricordiamo che dalla ipotesi y j> 0
«egue (cfr. dimostrazione del teorema IY) y" < 0, e : y' > 0 mono-
iona non crescente ( per x > x^.

Ricordiamo anche Fipotesi : x > 0.
Consideriamo ora la funzione : y(x) — xy\x) (la quale dà Fordi-
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nata delle intersezioni con Tasse y délie tangenti délia curva
integrale). Essa avendo derivata positiva o nulla (y" <L 0, x :> 0) è
monotona non decrescente e quindi potrà per x —- -+- oo avere
limite finito oppure divergere.

I due casi si presentano precisamente secondochè la curva y(x)
ha oppure non ha un aslntoto (nel senso che si abbia : y(x) —
mx -+- n •+- y(x) con y(x) — 0).

Infatti se la curva ha un asintoto, essendo y" < 0 la curva
deve stare tutta al di sotto delle sue tangenti Ie quali devono
quindi avere coefficiente direttivo maggiore o eguale a quello
(= m) dell'asintoto (altrimenti questo, a destra del punto di incon-
tro con una tangente, non potrebbe più approssimare la curva) e
quindi essendo : y(x) ~ mx + n + y(x), (con y(cc) -+ 0), y'(x) = m -+- Y'(O?),
deve essere : Y(x) ^ ^ e a l l ° r a l a funzione (non decrescente}
y(x) — xy'(x) = n -+- y(x) — xy'fe) < w> -+- y(x) —» n è limitata superior-
mente ed ha quindi limite finito. Yiceversa se questo limite esiste
finito, esistendo pure il limite di y'{x) (cfr. dimostrazione teorema
IY) segue dall' OSSERVAZIO^E précédente che la curva y(x) ammette
un asintoto.

Concludendo nel caso A) è : lim [y(x) — xyf(x)] = -4- oo nei casi
B) e C) è invece : lim [y(x) — xy'fö)] = k =j= oo.

Da ciö e dalla identità (verificabile con una derivazione) :

(3) y(x) - xy'{x) - y(x1) + x,y'(«0 = JtA(tfflW = ft*A{t) ^ dt

seguono immediatamente gli enunciati del teorema Y : Nella
prima ipotesi del teorema, supponendo vero per assurdo il caso C)

e quindi : lim -— — c0 Z> 0 il terzo membro della (3) risulterebbex
divergente mentre il primo membro nel caso C) deve convergere.

Nella seconda ipotesi (da cui segue la prima, e quindi si pu6
intanto escludere il caso C)) supponendo vero per assurdo il caso
B) e quindi lim y{x) = C7> 0, il secondo membro della (3) risulte-
rebbe divergente mentre il primo membro nel caso B) deve con-
vergere. Siamo quindi nel caso A) ; inoltre è precisamente c = 0

perché se per assurdo fosse : lim y'(x) = lim ^— = c > 0 si potreb-
x

c
be, per x abbastanza grande, minorare y(x) con «as, ma allora te-

OU

nendo conto delFipotesi in esame : I xA(x)dx =• oo, il secondo mem-
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bro della (1) per x —*• -t- oo tenderebbe a — oo mentre il primo
membro deve tendere a c > Q ,

Nella ^erza ipotesi, potendosi maggiorare y(x) con xy\x^ -+- y(x^
(perche y'(x) § monotona non cxe.scente) il secondo niembro della
(3) non -pub divergere mentre il primo membro nel caso A)
diverger e.


