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Intorno ad una superficie del sesto ordine aveute 63 nodi.

Nota di DIONISIO GALLARATI (a G-enova).

Sunto. • Si considéra una F6 dello spazio ordinario che possiede 63 nodi
e si studia la configurazione di tali punti.

1. Il numero massimo di nodi che fino ad ora si sia riusciti ad
imporre ad una superficie del sesto ordine F6, che appartenga
-allo spazio ordinario ed abbia soltanto punti doppi isolati, è 63. Il
risultato deyesi a B. SEGRB (*) il quaie ha anche dimostrato una
proposizione generale da cui discende che una F6 dello spazio or-
dinario, che soddisfi a certe ipotesi di generalità, non puö posse-
dere piii di 63 nodi.

La lettura della Nota di B- SE&RE mi ha condotto, sfruttando
un'idea ivi contenuta, a costruire una FQ cou 63 nodi come con-
tornó apparente di una particolare forma del quarto ordine di S4

da un su o punto doppio su di un Sz (*). Mette forse conto di tor-
nare su questa F&, per aggiungere alcune considérazioni sulla con-

({) B. SEGRE, Sul massimo numero di nodi délie superficie algebriche,
Tolnme in onore di Gh LORIA? Grenova 1952?
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figurazione dei 63 nodi; ciö faccio qui, ricordando anzitutto il pro-
cedimento con cui la superficie in questione si ottiene.

Siano x0 x19 xt, x3, x4 coordinate proiettive omogenee di punto
in S4 e sia T il relativo pentaedro fondamentale. Se

è una Vf non specializzata tangente alle cinque facce di T in
punti generici, la V3

A di equazione

<?{x0*, x L
%

9 . . . 9 x 4
2 ) — 0

possiede 40 nodi isolati. Si yede facilmente che, in generale, il
cono r3

8 tangente a V3
4 in ciascuno di tali punti è un cono di

prima specie e non contiene alcuno degli altri 39 punti doppi di F3
4.

La Y3
4 possiede 960 rette, di cui ne passano 24 per ognuno dei

40 nodi, sicchè il contorno apparente di Vz* su uno spazio JS3 da
uno qualunque dei suoi 40 nodi è una Fe dotata di 24 •+- 39 = 63
punti doppi, tutti isolati. Di questi 63 nodi, 24 costituiscono la
compléta intersezione di una quadrica con una F* ed una Fi di S3.

2. Una V3
2 di S4 non specializzata, tangente alle 5 facce di T

ha equazione:

con .4=1] aij || matrice quadrata simmetrica non dégénère del 5° or-
dine, arente nulli tutti gli elementi della diagonale principale
(au = 0). I cinque punti in cui Yz

l tocca Ie facce di T hanno coordi-
nate (al0, ail9 ai%, a£8, ai4). Pertanto (3) i 40 nodi della VB

4 di equa-
zione :

0 &iZ

x/ A
sono :

(f = 0, 1,..., 4; fe = 0̂  1,..., 7). Bssi appartengono ad 8 ad 8 alle
cinque facce di T (e ciascuno ad una sola di tali facce) e gli otto
punti Pjh(h = 0, 1,..., 7) che appartengono alla medesima faccia di
T(Xj —0) appartengono a 4 a 4 a 12 piani, costituendo una confi-
gurazione proiettiyamente identica a quella degli otto vertici di
un cubo: ognuno degli 8 punti appartiene cosï a 6 di quei piani.

Consideriamo ora cinque dei 40 punti Pïhy scelti uno per ogni

(3) Cfr. i lavori eitati in (!), (-)



394 DIONISIO GALLARATI

faccia di T; il d terminante delle loro coordinate è:

o ± v ^ ; ±VÏÏ7, ±VVO3 ±Vö

Fissato UÜO degli otto punti Pöh, ossia f atta una scelta dei segni
negli elementi della prima riga, si rede subito che ci sono 8-4-Ü — 64
diverse scelte dei segni degli elementi rimanenti che rendano il
précédente déterminante emisimmetrico e quindi nullo. Pertanto,
fissato un punto in una delle facce di T è possibile in 64 modi
diversi scegliere quattro punti Pxh uno per ciascuna delle altre
quattro facce di T, in guisa da formare con quel punto quintuple
appartenenti ad un iperpiano. Di tali iperpiani ne esistono
8 • 64 = 512. Quindi i 40 punti doppi di Y3

4 si distribuiscono ad 8
ad 8 nelle cinque facce di T ed a cinque a cinque, del tipo (P0/l0?-
-PiV ^ W P*hz>

 P ^ 4 ) 5 in 512 iperpiani.

Consideriamo infine la superficie F6 contorno apparente su uno
spazio S3* della VZ

A da uno dei suoi 40 nodi, per fissare Ie idee

da P00(0, -+- V ö ^ , -H Vö72> •+- V ^ 3 ï H- Vö74)
: o l t r e i 24 n o d i c h e ^ e

deye possedere in quanto contorno apparente su un S^ di una V3
4

da un suo punto doppio (tracce sull' /S3* delle 24 rette di Y3
4 uscenti

da P00) si hanno 7 nodi complanari appartenenti alla traccia sul-
T/Sg* deir iperpiano a?0=0. Tali punti sono, come si vede senza
difficoltà, i quattro vertici ed i tre punti diagonali di un qua-
drangolo piano completo. (Hi altri 32 nodi si distribuiscono a quattro
a quattro in 64 H~ 4 • 12 r= 112 piani, ciascuno di essi appartenendo
a 14 di tali piani. Ed inoltre si distribuiscono ad 8 ad 8 a for-
mare quattro configurazioni proiettivamente identieke alla confi*
gurazione degli otto vertici di un cubo.

3, Scriveremo ora 1' equazione del cono circoscritto a V3
4 daP 0 0 ?

in modo da ottenere una rappresentazione analitica pentaedrale
della F*} particolarmente atta a mettere in luce i 63 punti doppi.

Indichiamo con A sia la matrice \\dtk\\ che il suo déterminante^
con A%1 il complemento algebrico dell'elemento a%1 in A e con
A, <f>0J, 4>j,..., 4>4 i complementi algebrici degli elementi della prima
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colonna di <î>. Risulta, come subito si controlla,

= _ 8 4 •• 3 * 3 , ^ = ^ _ Q
/ dxfdxf %3 ' dxi

ïdxidxl dxfdxj dxdXjdxfix

(i, j9 Z. fc = 0, 1, 2, 3, 4; i, j , Z, A; diyersi tra loro).
Il cono r3

6 circoscritto a Y3
4 da Po0 ha Fequazione

(1) AT^-SLiVz^O,

ove, per abbreriare, si è posto :

4 4

= - 2 4 fy ̂ Vaw' ?•• ̂ ^'
\ 4 .

jp ^ x y = 4 ^ ° 2 ""8 s ****** ov
4 / fitfy \ 4

0

\

La (1) diyiene allora :

(2) 2(2 XJ^J 1 ^ , ^ s ) 2 - {Ax<? - 2 2^ r tV5ü V ^ ^ ^ ) ^ - 0.

Sono quindi doppie per r3
6:

1) Ie 24 rette M = L = <i> = 0,
2) Ie 39 rette che da Poo proiettano gli al tri punti Pih\ questi

invero sono doppi per rs
6, in quanto — oltre esser nodi di <ï> = 0 —

appartengono al cono M — 0, come risulta dai noti teoremi di LA-
PLACE sui determinanti.

Si ha cosï una rappresentazione pentaedrale della F6, la quale
ne mette in evidenza i 63 nodi*

4. Relativamente alla F6 con 63 nodi di B. SEGRE, si rede
senza difficoltà che anch' essa possiede 32 nodi distribuiti ad 8
ad 8 a formare quattro, configurazioni proiettivamente identiche
alla configurazione degli otto yertici di un cubo, e che gli altri
suoi 31 nodi sono legati ad un tetraedro T{AQ, A19 A%, Az) in
guisa che :
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1) un vertice, ad esempio Ao, è uno di essi;
2) ognuno dei tre spigoli A^A£ contiene altri due di quei nodi ;
3) ognuno dei tre piani A0A4A 9 contiene altri quattro di quei

nodi;
4) il piano A^A%AZ contiene gli altri dodici nodi.

Ciö lascia pensare che la F& di B. SEGRE e quella di cui è og-
getto la Nota presente non siano proiettivamente identiche, in
quanto le due configurazioni dei loro nodi siano fra loro proiet»
tivaraente diverse; ma non è facile provare se cosï è di fatto.


