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Sulla formazione dei sistemi di numeri equitotali.

B

Nota di RAFFAELE LEONARDI (a Roma).

Santo. - Per la formazione di due o piir sistemi di m numeri equitolali
fino al grado k, tali cioé che si abbiano le identita

di H. T. CoLBBROOKE, London, (1807)], che i cateti di due triangoli rettan-
goli moltiplicati per le ipotenuse danno i quattro lati di un trapesziio
BrASOARS, (nato nel 1114), Cfr. LiLAVTi, § 191-2; oppure la c. traduzione
di CoLEBROOKE, pp. 80-83), illustrd la detta costruzione partendo dai trian:
goli rettangoli (3, 4, B), (5, 12, 13) nel seguente modo: moltiplicd i cateti
del 1° per I'ipotenusa del 2° triangolo e viceversa i cateti del 2° per
I’ipotenusa del 1° ed ebbe le due coppie di lati opposti del quadrilatero
eroniano le cui diagonali sono 4.12+4-8.5=263, 4.5 + 312 = 56.

Il commentatore GANEsa spiegd che il quadrilatero. nasceva dalla op-
portuna disposizione, analoga a quella della fig. del testo, di quattro trian-
goli rettangoli ottenuti dai dati nel modo indicato nel testo.

CrasLes, (Cfr. ad es. Apercu historique, Bruxelles, (1837). Note 12,
p- 440), si servi anch’ egli anzich® di triangoli rettangoli generatori par- .
ticolari, quali ad. es. (3, 4, 5), (5, 12, 13), di due qualsiasi triangoli rettan-
goli eroniani. )

Infine KummEeRr, [Jour, fiir Math., 37, (1848), pp.‘ 120], osservo che
CrAsLES spiegd I’ oscuritd di BRAHMEGUPTA senza perd intenderne il me-
todo seguito ed espresse il teor. di BRAHMEGUPTA nella seguente forma:
Se i 4 lati di un quadrilatero inscritto in un cerchio hanno i valori

(@ 4 b2)(ct — d2), (a% —bY(c? + ), Zecd(a?+b?), 2ab(c® + d2),

ove a, b, ¢, d sono razionali, allora ambedue le diagonali, fra loro perpen-
dicolari, i segmenti di esse, I’area del quadrilatero ed il diametro del
cerchio circoseritto al quadrilatero somno razionali.
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Py + P2 +"'+pm =4q, +Q2 +
PEH P+ PR =0+ g+

P AP Pt = qih - @F A gy

0, con notazione abbreviata,

m kw‘b
1) Zp,=23q;,
1 1 1.

é particolarmente utile una rappresentazione per wmatrici che permetie
di dare allo studio del problema degli aspetti di qualche interesse. In
questa nota si danno solo brevi cemni sull impostazione del problema e
sulle soluzioni pin semplici.

I. - Matrici quadrate.

Una matrice quadrata di coordinate

11 21 . . . =wl

1,2 22 . . . w2
(2)

im 2m . . . «am

rappresenta, insieme alla formola
3) N=ax + by + ¢,

dove @, b, ¢ sono costanti arbitrarie e x, 4 sono le coordinate che
si leggono in (2), #® numeri costituenti % progressioni aritmetiche
orizzontali di ragiome @ oppure % progressioni aritmetiche verti-
‘cali di ragione b. In particolare per ¢« =1, b=mn, c=—mn, la (2)
e la (3) rappresentano i primi »® numeri interi.

Piu in generale le coordinate della matrice possono essere rap-
presentate da successioni diverse dalla successione naturale 1,
2, ..., n sulle quali non intendiamo soffermarci. Qui basti ricor-
dare che alla successione dei primi % numeri naturali pud sosti-
tuirsi, ovviamente, una . successione di n termini consecutivi di
qualsiasi progressione aritmetica. Per semplicity rappresenteremo
una matrice quadrata come una semplice scacchiera di lato n, nelle
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cui case si immaginano scritte le coordinate come in (2). Chiame-
remo poi complementari le coordinate appartenenti a due case
simmetriche rispetto al centro, cosi che la somma delle ascisse e,
rispettivamente, delle ordinate di tali case sard uguale a n + 1.
Parleremo poi di successioni di numers per indicare le successioni
di numeri ottenuti utilizzando la (3) ¢ una qualunque successione
di coppie di coordinate della matrice data. Fra tali successioni
hanno particolare importanza quelle corrispondenti alle cosi dette
permutazioni figurate, ossia alle disposizioni che possono darsi a n
torri su una scacchiera quadrata di lato » (e quindi di »® case)in
modo tale che due torri nom si trovino mai né su una stessa oriz-
zontale né su una stessa verticale. Come & noto, il numero totale
di permutazioni figurate su una scacchiera di lato » & =n!
Si hanno le seguenti proprieta, di immediata dimostrazione:

1) Tutte le successioni di numeri scelfi in una scacchiera
~quadrata secondo una permutazione figurata hanno il medesimo
valore al 1° grado, ossia danno una somma costante.

2) Due successioni di » numeri ciascuna, scelti in una ma-
trice quadrata di lato % > 2 secondo due permutazioni figurate
complementari senza elementi (case) in comune sono equitotali al
1° e al 2° grado. ) .

3) Se il lato della scacchiera & pari, ogni quadrante della
scacchiera & a sua volta una scacchiera quadrata: allora le suc-
cessioni di numeri formate da una permutazione figurata comun-
que_ scelta in un quadrante e dalle simmetriche degli altri tre
.quadranti hanno proprietad al 1°, 2° e 3° grado.

Queste proposizioni acquistano una notevole importanza per la
formazione dei sistemi di numeri equitotali fino a qualunque grado
mediante il teorema seguente.

II. - Scacchiere rettangolari di lati m e 2m.

Se nella scacchiera quadrata di lato m (I’esempio della fig. 1
serve per fissare le idee) si hanno due successioni Sy ed S, aventi
proprieta equitotali fino al grado k, la successione comprendente
il gruppo di case Sy nella prima scacchiera elementare (cosftituita
dalla metd di quella rettangolare data) e il gruppo omologo S,
della S, nella seconda scacchiera elementare, individua un sistema
di 2w numeri che ha propriefd equitotali fino al grado k& + 1 con
la successione individuata in modo inverso, ossia costituita mnella -
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prima scacchiera elementare dalle case di S, e nella seconda
scacchiera elementare dalle case del gruppo Sy omologo di S;.

Fig. 1.

La dimostrazione & assai semplice, qualora si osservi che dette
Ay hg, e, X, le ascisse di una successione S; scelta sulla prima
scacchiera elementare in modo da soddisfare alle condizioni poste
-rispetto alla successione S, i cui elementi abbiano le ascisse u,,
Pgy oo s B le corrispondenti successioni omologhe Sy ed S,  nella
seconda scacchiera elementare avranno elementi le cui ascisse
saranno, rispettivamente:

per Sy:m+X , m+dr, ., m+ ),

4)
per Sp:im 4, , MA Py, ., M,
Se quindi per ipotesi si ha identicamente :

(5) (W + M)y, + M) 4+ (Y, + A =

— (yl -+ u'l)k -+ (yz —+ {"’Z)k + e+ (ym -+ P‘m)k ’

sard anche una identita la seguente relazione che traduce il teo-
rema enunciato

(@, + AP A Yy 4+ NP e (Y o+ M)
-+ (y,' +m + ) 4 (y, +m +5L;)k“ Ao A (Yo M, =

(6)

=+ e ) (Y )T A (Y ) T+
+ (Y A NP (g m )P e (g, e )T

Invero, basta osservare che, sviluppando, si trovano, al primo
e al secondo membro, due polinomi che differiscono solo per avere,
scambiate fra loro, rispettivamente, le espressioni:

Ao hy 4+, CON™ oy Py e 4 [y
Y O R e o con TR R e ol VL

e cosl di seguito, fino al grado k -+ 1; espressioni che, per ogni



SULLA FORMAZIONE DEI SISTEMI DI NUMERI EQUITOTALI 349

grado, hanno valori eguali, poiché le A e le i rappresentano, per
ipotesi, delle permutazioni degli stessi numeri 1, 2, ..., n.

B interessante notare che la dimostrazione non muta se, nelle (4),
si pone m + r al posto di m, essendo # un intero positivo. Cid
equivale a sostituire, nel secondo quadrato, alle ascisse m + 1,
m+ 2 .., 2m, le ascisse m +7r +1; m +r+2,..., 2m + r.

Esempio: nella fig. 2 le case designate con 2 e p individuano
due successioni equitotali fino al 3° grado. Saranno allora equito-
tali fino al 4° grado le successioni S) + S, e Sy + S,

‘ Ajw y.; PR RV DY
[J- ll' ‘.L !J'l A/ k/ lJ,,
w YR i " {J', DY l""
Mol e ey

Fig. -2

In generale si potra scrivere simbolicamente
R k
SA+SPI=31/+SP . Be S)L=S*L
- 1 1

indicando, come si & fatto, con Sy e S,/ le successioni omologhe
rispettive di S, ed S, nella seconda scacchiera quadrata ele-
mentare. ‘

Donde la possibilitah di poter costruire, successivamente, per
valori crescenti di k, dei sistemi equitotali fino al grado che si
desidera.

- Osservazione I. — Ponendo

yl+)‘l=pl ’ y2+)\z=p2$"" ynz_’_)\m:pm;
Y+ =0q 5 YT V=0 ey Ynt+ P, =Gy

la (5) e la (6) esprimono la regola di BARBETIE (}). Le relazioni
diventano indipendenti dai singoli valori di ), p, y. B sufficiente
allora partire da una identitd qualunque del tipo

pl "‘Pz + . +pm = Ql +q2 + .+ Qm

(*) Association frangaise pour l’avancement des Sciences, Gremoble,
1926. La regola di BARBETTE & la seguente: si 1’ égalité

ay+ay+ o+, =A + 4y + ..+ 4,
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nella quale p; e ¢, sono numeri interi relativi, di cui alcuni pos-
sono essere anche nulli, purch® figurino sempre nella (5). rappre-
sentati da zeri. Nelle relazioni precedenti m acquista allora il
significato di un parametro qualunque, non nullo.

Osservazione II. - La scelta della successione iniziale secondo
una permutazione figurvata non & I’unica. Lia ricerca di tutfi i casi
pos;sibili & interessante, ma ci porterebbe molto lontano.

Questioni proposte.

Determinare sei numeri interi a, b, ¢, d, e, f, tali che,
a+b+c=d+e+f=s, abc + def,

s — 20 =2u® s — 2b =2¢% s —2c=2n", s — 2d =2x® s—2e=2y"%
s —2f=2¢° con u, v, w, x, ¥y, # numeri interi.
Es. =370, b =493, ¢ =845, d =325, ¢ =629, f="754; si ha
§=1708, 4 =22, v =19, w =3, x =23, y =15, 2 =10.
Si noti che 222+ 192 4 3 = 23* 4 15 +- 10?; 22° + 19° 4 3° =
= 23% + 15°% + 108.
ALFREDO MOESSNER

entre m nombres a;, Gy, ... , &, et m nombres A,, 4;, ...., 4,, existe
aux p premiers degrés saus exister aux (p + 1)iéme I’égalité -

Ayt Qg oo Ay + Qg+ Bt + oo = Qg =

= A+ 4+ o+ A+ Adpry+ 4 st o+ 4y,
entre 2m nombres @,, @y,..., @y, et les 2m nombres 4,, 4. ..., 4dsm

existe elle méme aux (p + 1) premiers degrés, sans exister aux (p + 2)ieme
pourvu qu’on ait

Aty = A4+, Omty=Ay+0C; o y Oy =Ady+C,
Ayt =a+c, Amiy=as+c, .. y Ag =0y + O,

le nombre ¢ étant arbitraire mais non nul.



