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Equazioni miste del moto dei sistemi anolonomi.

Nota di ANroNI0 NADILE (a Messina).

Sunto. - E identico alle prime sedici righe della Nota.

L. Altrove abbiamo considerato per il moto di un sistema mate-
riale anolonomo una forma di equazioni, diversa da quella di
HamrL che mnel caso conservativo per ! introduzione della fun-
zione lagrangiana £ = T + U, si accosta molto a quella dei sistemi
lagrangiani e che per tal motivo si pud ancora chiamare lagran-
giana.

Queste equazioni si possono ridurre ad una forma che, in quanto
analoga a quella di HawmiLroN, pud definirsi canonica.

Nella presente Nota, eseguendo in modo opportuno la trasfor-
mazione hamiltoniana, si perviene, per il moto del considerato
sistema anolonomo, ad una importante forma di equazioni, analoga
a quella scoperta da RourH per i sistemi olonomi, rappresentata
da un sistema le equazioni del quale hanno una parte forma ca-
nonica e una parte forma lagrangiana, ma dipendenti tutte da
una medesima funzione &.

I/ utilith, in ordine al problema dell’integrazione delle equa-
zioni dei sistemi anolonomi, della forma per ultimo indicata, che
potremo definire mista, si rende manifesta nel caso di coordinate
ignorabili. '

2. - Alle equazioni del moto di un sistema materiale soggetto
a forze conservative derivanti da un potenziale U, e a vincoli di
mobilith anolonomi del tipo:
7 .
(1) Zr birqr:Oa (@= 1. 2’ L] m)
1

si pud dave la forma espressiva seguente (')

i m
@ Tmta — Unta— ?k Bn,mt-o{ T}, — U,) =0,
(«=1,2, .., n —m)
(1) Cfr. A. NabpILE, Influenza dei vincoli anolonomi nello spostamento

di equilibrio di un sistema, <« Rivista di Matematica della Univ. di Parma »,
I (1950), pp. 393-399.
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dove

m
e Bp,mto denota la X, bj, 10 essendo b/ 1’elemento reciproco
1

di b;, nel determinante B=b;,|, (4, k=1, 2, ..., m).
Nella risoluzione del problema dinamico bisognera inoltre tener
conto delle equazioni dei vincoli (1) che in conformita si scrivono:

n-—n

(2) d;, = 2:-’0: Bh, m-a Qo o (h =1, 2 .., m).
Posto )
T+ U=2x(q, q, ?)
le equazioni (I) si possono mettere sotto la forma:
d 2 o8 - m d o2 )%
I _— - —— X B - ——|=0
( ) dt aqm+a aqm+a "{k h, m--o. (dt aq 34,,)

che ancora chiameremo lagrangiana.

3. Per dare alle equazioni (II) una forma analoga a quella di
RovuTH per i sistemi olonomi conviene porre:

Y

3) Ppri=—7, (t=1, 2, .., v, conv<<n—m)
aqm-H

dalle quali possiamo supporre di ricavare le ¢,,,v; 9, PR Qoogvs

in termini delle g,, g,,..., q,,; Qu QU 5 qm: Pratreers Pmsys qul Vady ey

Qs t ~

Se alle q e alle q si attribuiscono degli incrementi arbitrari 8¢ '
e 3¢ il corrispondente incremento della funzione £ risulta

n Q 0 n— m— /% .
=23, =3, + Z —th + 2 8 + u; g5
1 q q 1 q,n+z aqm:ﬁ"+j
e giacché
Lo . : v, - »
X = i = Bi Pon i et = 3(2:1-1),,,,+,~qm+,-) — 2 Qo iSPnaei>
1 0Qms 1 1 1

sostituendo mnella relazione precedente e ponendo

oL
aqm-l-z

v . v e
K= ? 8 pps — £ = ZI)i Pt Qi — £
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si deduce
. y . » 99 mooR n—m—v 99 .
(4) 3R = >-‘t' 8pm+iQ'm+t Z,.’— qr— z'h - q - Z ,———_SQnH—V—H"
1 109, 109, 1’ 0 4y 41

D’ altra parte, siccome la funzione &, che noi chiameremo an-

cora funzione di RoUTH, pud essere considerata funzione degli ar-
gomenti

ql’ Q2) weey qvx; éh é’z: cery q.m; pm+h ey pm-l—v 3 .qm—’-\‘-{—l 3 eery qrm t’
si ha

n m g{ m—n—y oSk
3¢ =3, 3r+2 % 5 El 8Py + 25
1’ 09, 1 aq Qh ” 0P maei Dt .1

BQML-FV +7
aq;n+\‘ +J

e dal confronto con la (4), per I’arbitrarietd degli incrementi

8,, (r=1,2,..,n); 3P, (t=1, 2,..,v); 8.q‘m+v+‘7"

i=1,2,.., n—m)
si ottiene:

. R
Luti = D’ (=1, 2,..,v)
o2 oR _
a7%.—-—3—(1:, (r=1, 2,..m)
r-_ h=1, 2...., m)
aQ"L agh
’82 = — .85{ , (1=1,2,.., n —m—v)
0Gm 4 v4j 0G4 v4j

In virth di quneste ultime e della (3 ) il sistema di equazioni (IT)
assume 1’ aspetto

= dgm-&-l' oK
: ( ) . dt apm+i
d.pm+i ag{« g'"’ d ?@, aa .
© 3 g+ B 0 o) =0

()

d R o8 m a IR 68]{.) 0

A+ - - - 2‘ h B > m j (_ .
dt aqm+v+j aQ1)l+V +7 1 ! o MV at aq aqh
=1 2,..., n — m —v),

e le equazioni (2) dei vincoli anolonomi diventano

. YV‘ aa 'n—‘v‘n—v .
(8) 9, = — Z; B, i . B, mav4imavass
1 Pon+i 1.

(=1, 2,..., m).
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11 sistema di equazioni (5), (6), (7), (8) per il moto del nostro
sistema materiale anolonomo pud considerarsi come 1’ analogo a
quello di RouTH per i sistemi olonomi. In esso la funzione § va
intesa espressa in termini di

Qis Qos s s Qus Qos ooy Ams Pogts oo s Pmavs Amavats s Gns b

Dal punto di vista analitico esso risulta costituito da n -+ v
equazioni differenziali nelle » + v funzioni incognite g,, g,,..., 9,;
Piatseees Py . :

La considerazione delle equazioni del moto dei sistemi anolo-
mnomi sotto 1# forma testé indicata & in particolar modo opportuna
nel caso in cui vi siano coordinate ignorabili.

Cosl ad esempio se sono ignorabili le coordinate ¢,, 4, ..., Gpy’
si ha '
08k .
— = =1, 2,.., V).
aq,n-'-i ) ( ) ) 2 )

Se inoltre il sistema materiale & tale che le somme

g (4 & R .
21.|h Bh,m-;-;(d—t ;(L — éa:), per i=1, 2,..., v,

sono identicamente nulle, allora le (6) si riducono alle

dpm+i .
at =0

che porgono gli integrali dei momenti
{9) Pm+i =P Vm+i, (costante), =1, 2., v)

Dopo cid il problema si riduce all’integrazione del sistema for-
mato dalle equazioni (7) del second’ordine e dalle equazioni (8) del
prim’ ordine, ove in luogo delle pu.; si siano posti i corrispon-
denti valori costanti; si riduce cioé all’integrazione di un sistema
di (m —m —v) + m = n — v equazioni differenziali nelle funzioni in-
cognite del tempo: gy, qgy ooy Gpy Gmtvil, . Q- Trovato 1'integrale
generale di questo sistema, che involgera altre 2(n —m —v) +m =
= 2(#n — v) — m nuove costanti arbitrarie, le ulteriori funzioni in-
cognite gmwa41,..., gmv si otterranno dalle {5) con quadrature. Que-
ste v quadrature introdurranno altre v costanti arbitrarie.

La circostanza accennata si presenta ad esempio nel caso in
cui, oltre ad essere ignorabili le coordinate gm41,..., gm+v, man-
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cano nelle equazioni dei vincoli anolonomi le velocita lagrangiane
(j_vm Ly ey qm+v, e cio® Bp,m+i=0 peri=1,2,..,v. Allora, in con-
formita di un noto teorema del prof. AGOSTINELLI (M), sussistono
gli integrali (9) dei momenti.

4. B opportuno osservare ancora che per v=mn—m, la fun-
zione & si identifica colla funzione hamiltoniana
Nn—m 653 . n—m
H= Ez T Qi — L= ZJ pm—HQM«H — %,
1 an—l-!
le () e (6) si riducono al seguente sistema, che, per la forma
delle sue equazioni, potremo definire canonico

’ de+1, _ 6H
(5) at apm—i—i

o APmi oH - m _(d oH ﬁ)_ . .
(6') dt Oqmi —+ z]h. B, m+i azéa‘; ~) = 0, ¢=1,2,..n—m)

ove H va considerata funzione di g,, gy, ..y @iy Qursery QousPont 1900y Pras s
le equazioni (7) svaniscono, e le equazioni (8) dei vincoli anolo-
nomi diventano '

(8’) éh 2 Bh m i

Allora, immaginando di sostituire nei secondi membri delle (5')

e (6') in luogo delle ¢, i valori espressi dalle (8), si ha in com-
plesso un sistema 2(n — m) + m = 2n — m equazioni differenziali
del prim’ordine nelle funzioni incognite g, g,, ..., ¢,, Pm+1,-y Dy -
Ne consegue che il sistema di equazioni (), (6), (7), poiché dipende,
come i sistemi canonici (5), (6') e i sistemi lagrangiani (II), da
un’ unica funzione &, pud considerarsi di forma canonica rispetto
alle coordinate gm+-t, ..., qm+v € ai corrispondenti momenti P41, ...
‘s Pmyy, € di forma lagrangiana rispetto alle coordinate Qmtyats o Gy

(4) Ctr. C. AGOSTINELLI, Sull' esistenza di integrali di un sistema ano-
lonomo con coordinate ignorabili, « Atti della Accademia delle Scienze di
Torino », vol. 80, (1941-45), pp. 231-239.



