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Sull5 equazione di Bessel.

Nota di B. S. POPOV (a Skopje, Jugoslavia).

Sunto. - Si ottiene una condisione necessaria e sufficiente per la riducibi-
lità di una equazione differenziale, comprendente in particolare Vequa-
zione di BESSEL.

La condizione che esprime che F equazione di B E S S E L

(1) xzyn -4- xy' ~h {x* — w % — 0

ammette soluzioni sotto forma finita è, come è noto (%

<2) 2w==2»-+-l , n = 0, d b l , ± 2 , . . .

(4) WATSON, Theory of Bessel functions, 1944, p. 52.
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In questa nota noi ritroveremo la condizione précédente e di-
mostreremo il seguente risultato :

1° Affinchè 1' equazione (1) sia riducibile, è necessario e suf-
ficiente che la relazione (2) sia soddisfatta.

2° Se 1' equazione (1) è riducibile, essa puö essere scritta sotto-
la forma

con

(2a»)*

/9 hl / 9h _i_ 1

ove noi abbiamo adoperato, per semplificare, il aimbolo di ÏÏANKEL

_ [(2n -+• l)g - I2][(2n -4- lY - 32] ... [(2fe + iy - (2fe - 1)^
[n -H 1/^ /c 2 . fc !

[ w + 1 / 2 , 0 ] = l , A; = l, 2, 3,,. .

Infatti^ consideriamo 1' equazione differenziale

(3) x%y" -i- (aas -+- p)»t/' -+- ( l̂ic- + Bx H- C)t/ = 0.

che contiene 1' equazione di BESSEL (i) come caso partioolare. I
coefficienti a, S, A^ B* C, sono parametri arbitrari.

La condizione necessaria e sufficiente perché la (3) sia riduci-
bile è che essa possa essere messa nella forma (3)

(4)

dove ft (i = 1} 2, 3) sono dei polinomi.
Dal confronto delle equazioni (3) e (4). si ottengono Ie seguenti

identità
x f % -+• f9 -+- A / 2 = U(<*œ H - P),

(2) La funzione >̂2
 è legata alle funzioni di HANKBL di prima e se-

conda specie H\^ dalla relazione

<ï>2 = ^ l }

(s) FLOQUBT, jSttr Za theorie des équations différentieilês linéaires, Ann_
de FEe. Norm. I I e Série, t. VI1I. (1879) Suppl. 1-131.
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Prendendo per i poliiiomi

r^u,**'1"^1, * = i, 2,3
a2, 0 = 0, aiyl = 1, a„ fc = 0, fc = 0, 1, 2,..., n — 2,

e sostituendo questi valori nelle identità (5), si ottengono Ie equa-
zioni algebriche

_ k - h 2)a2i K-t-t-alf n + 1 a2, k
— fc -+ 2) o3l -̂g + ax, w+1 a3, j

(fc = l, 2, 3.... , » + l),

da cui si trovano i parametri a1fh.
Con T eliminazione dei parametri at, fc si ottiene la relazione

(6) 2J5 - ocp = V a 2 -

che è il criterio di riducibilità dell? equazione (3).
Si puö dunque enunciare il seguente risultato :
La condizione necessaria e sufficiente perché F equazione dif-

ferenziale (3) sia riducibile è che fra Ie grandezze A, B, C, a, p e
il numero naturale n esista la relazione (ti).

Prendendo, per 1' equazione di BESSEL. (1),

a = B = 0, f = A = 1, C = - oj*

si arriva ai risultati 1° e 2° ricordati in principio.
Facendo rilevare che la riducibilità della (1) porta V integrabilità

per quadrature della medesima equazione, si conclude che la con-
dizione (2) è anche valida per l'integrabilità della equazione (1).


