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Sulla trasformazione linearizzante di una corrispondenza
puntuale fra spazi lineari.

Nota di Guipo Vaona (a Bologna).

Sunto. - Si do wna nugua definizione geolnet'rzca de trasformazione tenca-
rizzante, recentemente introdotta dal CECH, e si collega questa nozionme
con altre gicw note, introdotte wn Italia. Si fa inolire vedere come certe
problemi, cui si perviene attraverso la mozione di itrasformazione li-
nearizzante, siano equivalenti ad aliri cui si giunge colla mozione i
direzione caratteristica.

1. Recentemente il CecH (!), ha dedicato una serie di impor-
tanti Memorie alla geometria proiettivo-differenziale delle corri-
spondenze fra due spazi lineari S,. Alla base delle ricerche
del CrcH & il concetto di frasformazione linearizzante.

I1 prof. ViLra, nella conferenza tenuta lo scorso ottobre a Reggio
Calabria al IV Congresso dell’ Unione Matematica Italiana (¢), ha

{*) Si veda: B. Cecn, Geométrie projeceeve différentielle des correspon-
dances entre deux espaces, 1. 11. III, « Cas. Pro Pest. Mat. a Fys.». Vol.
74, pp. 32-48, Vol. 75, pp. 123-158 (1950).

(®) Si veda: M. ViLLa, Per una geometria prowettwa-differenziale in



204 GUIDO VAONA

proposto fra laltro di porre in relazione la trasformaszione linea-
rizzante e le altre nozioni e risultati del CECH coi risultati stabiliti
in questi ultimi anni da Lui stesso, dal BoMPIANI e da altri
in Italia.

In questa Nota, data una nuova definizione geometrica di tra-
sformazione linearizzante, si mosfrano i legami esistenti con enti
gia noti intredotti dal BoMpIaNI (}) e dal ViLLa.

Si dimostra inoltre che il problema della determinazione delle
trasformazioni fra S, (r > 2) che possegono un cono V?_, di dire-
zioni caratteristiche per ogni punto, proposto dal ViLra al III
Congresso dell’ U. M. 1. (Pisa, 1948) (*), ® equivalente a quello ora
risolto dal Crcr nelle Memorie citate.

Infine si fa vedere come un altro problema, cui si perviene colla
nozione di trasformazione linearizzante, sia equivalente a quello
della determinazione delle trasformazioni puntuali fra S, aventi
un S,._, di direzioni caratteristiche per ogni punto.

2. La trasformazione lLinearizzante di wna corrispondenza f[ra
prlani.

Sia T una trasformazione fra due piani =, = ed (0, 0) una
coppia regolare di punti corrispondenti. B ben noto che esistono
oo! omografie (tangenti) che approssimano T fino agli intorni
del 1° ordine della coppia (O, —O; e che subordinano fra i fasci di
rette di centri (O, 5) una stessa proiettivith ». Sia K un’ omo-
grafia tangente e p, p due rette corrispondenti in w. Se y & una
curva tangente a p, siano y e Ky le curve corrispondenti in T e K
alla curva y. Il CrecH ha dimostrato che, in generale, esiste una
retta p’ per O luogo dei punti S tali che proiettando da Sy e-Ky
su una retta (non passante per S) le proiezioni hanno in 0’ un con-
tatto analitico del 2° ordine. La retta p’ & indipendente dalla curva
y tangente a p e dalla retta su cui si proietta ma dipende esclu-
sivamente dall’ intorno del 2° ordine di T e dalla omografia tan.
gente K. Lia retta p’ & chiamata dal CrcH retta K-linearizzante
della retta 1?

Si chiama poi trasformazione K-linearizzante la corrispondenza,
fra le rette del fascio di centro O (ed analogamente per 0), che
associa ad ogni retta la sua K-linearizzante.

(®) Si veda: E. BomMpiani, Sulle corrispondenze puntuali fra spast pro-
iettwi, « Rend. Ace. Lincei », ser. V1II, vol. 6, pp. 145151 (1949).

(4) Si veda: M. ViLLa, Aleuni risultati e problemi sulle tr¢ sformaziond
puntuali, « Atti del IIT Congresso dell’ U.M.I., Pisa (1948)», Ed. Cremo.
nese della Casa Ed. Perrella, Roma. pp. 157.159 (1951).



SULLA TRASFORMAZIONE LINEARIZZANTE DI UNA CORRISPONDENZA, ECC. 295

La trasformazione T sia rappresentata, com’ & se mpre possibile,
dagli sviluppi locali

(1) T =2 + 9,(x, y) + [3]
_?-/:y_*-“l"l(m’ y +[3],

dove g,, ¢, sono forme di 2° ordine in z, y e con [3] si denotano
termini di grado > 2.

Le equazioni della trasformazione K-linearizzante relativa al-
I’ omografia tangente di equazioni

9 - __ 7 — __y—_
(2) x—1+am+§y’ y—1+«x+ﬁy’
si scrivono

(3) ol == o,(l,, I,) + 1y(al, + Bl,)

oly' == (b, Ty) + Ly(al, + Bly) (P=F0),

ove si indichi con ’; =iy—’ I’ equazione di una retta p e con ix—, = %
I’ equazione della retta p' K-linearizzante. .

Della trasformazione linéarizzante si pud dare anche la defini-
zione seguente :

Si consideri I’ E, di = corrispondente in T all’ E, di flesso ap-
partenente ad una retta p e lo si proietti da una punto S sulla
sua tangente p. Si stabilisce cosl una corrispondenza (fino al 2° ox-
dine) fra i punti di (p, p). H luogo dei punti S per cui tale cor-
rispondenza & approssimata fine al 2° ordine dall’ omografia tan-
gente K & la retta K-linearizzante di p.

Recentemente il BomPIaNI (°) ha associato ad ogni coppia di
rette uscenti da un punto O una omografia fra i due piani deter-
minata dall’intorno del 2° ordine di 0. Questa omografia & stret-
tamente legata al concetto di trasformazione linearizzante.

Si ha che:

L’ omografia associata dal BoMPIANI ad una coppia di rette per
O (opp. O) coincide con U omografia tangente K per cui le due relte
sono K-linearizzanti U una dell altra.

11 CecH (°) ha dimostrato che nel caso in cui le tre rette carat-
teristiche per O siano distinte esistono tre omografie tangenti la
cui trasformazione linearizzante & degenere nel senso che per ogni
retta la linearizzante & una retta fissa (folalmente linearizzante).
8i verifica facilmente, mediante le (3), che:

Le tre omografie tangenti la cui trasformazione linearizzante &

(®) Si veda: E. BoMPIaNI. op. cit. in (3), p. 147,
(¢) Siveda: E. CEecH, op. cit. vol. 75, p. 124,



206 GUIDO VAONA

degenere sono le ire omografie caratleristiche del ViLua (') e la
retla totalmente linearizzante per 1 omografia caratleristica asso-
ciata a due rette inflessionali é la retta inflessionale residua.

Notiamo infine che le omografie tangenti la cui trasformazione
linearizzante si riduce ad wuna proiettivita scno le omegrafie tan~
genti che contengono una proiettivita caratleristica.

3. La trasformazione {linearizzante di unea corrispondenza fra-
Sr (r > 2).

Per r > 2 la trasformazione linearizzante relativa ad un’omo--
grafia tangente K si pud definire al seguente modo:

Sia (0, O) una coppia regolare di punti corrispondenti e {p. p)
una coppia di rette per (0, 0) corrispondenti (fino al 1° ordine)
nella trasformazione. Si consideri I’E, corrispondente all’E, di
flesso appartenente a p e lo si proietti da un punto S del suo
piano di appartemenza = sulla tangente p. Si stabilisce cosi una
corrispondenza (fino al 2° ordine) fra i punti delle rette (p, p\. Tl
luogo dei punti S di = per cui tale corrispondenza & approssimata
fino al 2° ordine #all’omografia tangente K & la retta K-lineariz-
zante di p.

I1 piano = dicesi piano linearizzanie ed & manifestamente indi--
pendente da K. _

La trasformazione fra S,(z,, x,, .., «,) ed S,(x,, ®s. ..., x,) si
pud localmente rappresentare con equazioni della forma

(4) z, =z, +E@+[8] (=12 .., 7)

dove §{(x) & un polinomio omogeneo di grado 2 in x,, ,, ... x, ¢
[3] ha il solito significato.

Si trova che le equazioni della trasformazione linearizzante-
relativa all’omografia tangente di equazioni

— X . .
(6 X = I:‘_gujx) @ Jj=12 .., 7}
si scrivono
(6) Plt’ = ;s (l) - llzujlj )
x, x
ove si indichino con l—’-:: l-5= ... =7 le equazioni di una retta p
1 2 ”
x =x x
e con z,—’ = l—,’ == l—,’ le equazioni della sua K-linearizzante p'.
) 2 r

(') Per la nozione di omografia caratteristica si veda: M. ViLpa.
Trasformazioni quadratiche osculatrici ad una corrispondemza fra prans
proiettivi. I1. Loso costrueione. < Rend. Ace. d'Italia», ser. VII. vol. 4,
v. 5 (1942).
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I! BompiaNt (]), estendendo il risultato ricordato al m. prece-
dente, ha associato ad ogni r-pla di rette uscenti da O, fra loro
linearmente indipendenti, una omografia fra i due S, dipendente
dall’intorno del 2° ordine di 0. Ora si ha che:

I’ omografia associata dal BoMPIANI ad + rette per O, linear--
mente indipendenti, coincide con I omografia tangente K per cui la
retta K-linearizzante di ciascuna di esse appartiene all Sy_1 imdi-
viduato delle rimanents.

Indichiamo col BoMPIANI con (I, I,, .. ,) (=1, 2, r) le
o c

coordinate di r rette per O.con A=Z=0 il determmante Il |. com l
gli elementi reciproci delle l in A, con ,, le $,(1) ed infine con A

o4
il valore di A quando al posto dellel della s-esima riga si sostitui-
scono le E

Si ha allora che Viperpiano contenente le » — 1 rette residue

alla I, ha I’equazione
23

G
s lx, =0.

Affinché esso contenga la retta K-linearizzante della I, deve
aversi ¢
7) A, — Az ], = 0.
o

Le (7) rappresentano un sistema di » equazioni lineari nelle »
incognite %, il cui determinante & A==0. Si ha pertanto la sola
soluzione

I’ omografia K cosi ottenuta coincide con quella considerata
dal , BoMP1anTt.

4. Applicaziond.

Il Crcr nei lavori citati (°) propone di classificare le trasfor-
mazioni puntuali fra S, a seconda della natura delle trasfor-
mazioni linearizzanti relative. Pone subito il seguente problema:
determinare le trasformazioni fra S, le quali posseggono un’omo-
grafia tangente K in ogni coppia generica di punti corrispon.-
denti la cui trasformazione K-.linearizzante & degenere mel senso
che ogni retta ha come K-linearizzante una retta fissa (fofalmente
linearizzante).

{8) Si veda: E. BomPiaNI, op. cit. in (), p. 149.
(?) Si veda: E. Cecn, op. cit. vol. 75, p. 123.
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Il problema ha senso per »>2 ed & completamente risolto
dal Cecn.

Si pud provare che tale problema coincide con uno posto dal
ViLva al ITI° Congresso dell’ U. M. I. (Pisa, 1948) e cio& col pro-
blema della determinazione delle trasformazioni puntuali fra S,
(r >>2) per le quali le direzioni caratteristiche, in una coppia ge-
nerica, costituiscono (a prescindere da una di esse) un cono V?Z._;.

Si dimostra infatti che in generale:

Se una corrispondenza fra due S (r> $), in una coppia rego-
lare (0, O), possiede un’ omografia tangente K la cui trasforma-
zione K. lmeam‘zzomte é degenere, nel senso che ogni retla ha come
K-linearizzante una retta fissa, la-corrispondenza possiede in (O, O)
due coni Vi_1 corrispondenti di direzioni inflessionali; Vomografia
tangente K ¢ U omografia che subordina fra le coppie di rette in-
flessionali dei due comi le proiettivita caratteristiche (*°) e la retia
totalmente linearizzante ¢ la retta inflessionale residua al cono
Vi_1: e inversamente.

Omettiamo per brevitd la dimostrazione, che si conduce facil-
mente assumendo riferimenti opportuni.

Dopo il caso gia trattato del CecH il pin semplice che si’ pre-
senta, secondo la classificazione proposta dal CEcH, & senza dubbio
quello delle corrispondenze fra S, (r > 2) che posseggono un’omo-
grafia tangente K in ogni coppia generica di punti corrispondenti
la cui trasformazione K-linearizzante & un’omografia.

Si tratta cioé delle corrispondenze per le quali le direzioni in-
flessionali. in un punto generico, costituiscono un iperpiano (a
prescindere da r di esse (‘).

Si ha infatti:

Se una corrispondenza fra due S: (r=>2), in una coppia rego-
lare (0. O), possiede un’omografia tangente K la cui trasforma-
zione K-linearizzante & un’ omografia, la corrispondenza possiede in
(O, 0) due iperpiani corrispondenti di rette inflessionali; I omogra-

(*" B noto per r =23 (e si estende facilmento ad r qualunque) ckie nel
caso in cui la trasformazione possegga due coni di direzioni caratteristi-
che uscenti da una coppia regolare (0, (—)), le infinite proiettivita caratte-
ristiche relative alle coppie di rette dei due comi sono subordinate da una
stessa omografia. Si veda: G. MARTINI, Sulle trasformazioni puntuali fra
due spagr nel caso conforme, « Rend. Ist. Lombardo» vol. LXXXII, pp.
223.232 (1949); si veda anche: A. Cossu, Trasformazioni conformi in una
coppra di punti corrispondenti e nei punti dei loro intorni del 1° ordine,
« Questo Boll. », ser. IIT, vol. IV, pp. 122.127 (1949).

(*') B questo il caso generale, ma non & escluso che si presentino, come
appare dal seguito, casi particolari in cui le rette caratteristiche residue
all’iperpiano sono infinite e costituiscono degli S; con 0 <k <v.
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fia tamgente K & Vomografia che subordina fra le coppie di rette
inflessionali dei due iperpiani le proiettivita caratleristiche, le rette
unite della omografia K-linearizzante sono le retle caratteristiche
resgidue; e inversamente.

Per la dimostrazione assumiamo in S,, S, riferimenti proiettivi
in guisa che la omografia K abbia le equazioni x, = z,.

Le equazioni della trasformazione linearizzante relativa si
scrivono

(8) el =&

Perche le (8) rappresentino un’omografia deve aversi §(l) = §(¥)e(1),
dove (1) e 9(l) sono polinomi oraogenei di 1° grado nelle I,.
Le equazioni di T si scrivono

8 @, = , + &), (@) + [3]

e quindi sono caratteristiche le rette dell’iperpiano 5(x)=—0 e le
rette le cui equazioni si ottengono uguagliando a zero i minori
del 2° ordine estratti dalla matrice

Xy Xy ... X, ||

Pr Py oc- Py 1

Dalle equazioni secritte segue 1’ enunciato.




