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Stilla tragformazione linearizzante di una corrispondenza
puntuale f ra spazi lineari.

Nota di GUÏDO VAONA (a Bologna),

Sunto. • Si dà una nuopa definizione geometnca di tras formation e
rizzante, reeentemente introdotta dal CECH, e si collega questa nozione
con altre già note, introduite in Italia. Si fa inoltre vedere come certi
problèmi, cui si perviene attraverso la nozione di trasformaeione li-
néarisante, siano eqitivalenti ad altri cui si gitmge colla nozione tli
direzione caratteristica.

1. Reeentemente il CECH t1), ha dedicato una serie di impor-
tanti Memorie alla geometria proiettivo-differenziale delle corri-
spondenze fra due spazi lineari S r . Alla base delle ricerohe
del CECH è il concetto di trasfortna&ione linearizzante.

Il prof. YUJIJA, nella conferenza tenuta lo scorso ottobre a Reggio
Calabria al IV Congresso dell'TTnione Mateniatica Ttaliana ('), lia

(â) Si veda: E. CECH, Geometrie projucuw différentielle des correspon-
dances entre deux espaces, I. I I . I I I , « Cas. Pro Pest, Mat. a Fys. », Vol.
74, pp, 32-48, Vol. 75, pp. 123458 (1950).

(2) Si veda: M. VILLA, Per una geometrta protetüva^differensiale in
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proposto fra i'altro di porre in relazione la trasformazione linea-
riazante e Ie altre nozioni e risultati del CECH coi risultati stabiliti
in questi ultimi anni da Lui stesso, dal BOMPIANI e da altri
in ïtalia.

In questa Nota, data una nuova definizione geometrica di tra-
sformazione linearizzante, si mostrano i legami esistenti con enti
già noti iutrodotti dal BOMPIANI (aj e dal VILLA..

Si dimostra inoltre che il problema della determinazione delle
trasformazioni fra Sr [r > 2} che possegono un cono Y2

r_i di dire-
zioni caratteristiche per ogni punto, proposto dal VILLA al I I I
Congresso delP IL M. I. (Pisa, 1948) (4), è equivalente a quello ora
risolto dal CECH nelle Memorie citate.

Infine si fa vedere corne un altro problema, cui si perviene eolla
nozione di trasformazione linearizzante, sia equivalente a quello
della determinazione delle trasformazioni puntuali fra Sr aventi
un Sr^l di direzioni caratteristiche per ogni punto.

2. La trasformazione linearizzante di una corrispondenza fra
piani.

Sia T una trasformazione fra due piani rc, w ed (0, 0) una
coppia regolare di punti corrispondenti. È ben noto che esistono
oo2 omografie (tangenti) che approssimano T fino agli intorni
del 1° ordine della coppia (0, 0; e che subordinano fra i fasci di
rette di centri (0, 0) una stessa proiettivitk w. Sia K un' omo-
grafia tangente e p, jp due rette corrispondenti in w. Se Y è una
curva tangente a p, siano y e Ky le curve corrispondenti in T e K
alla curva y. Il CECH ha dimostrato che, in generale^ esiste una
retta p' per 0 luogo dei punti S tali che proiettando da S y e-jKy
su una retta (non passante per S) Ie proiezioni hanno in 0' un con-
tatto analitico del 2° ordine. La retta p' è indipendente dalla curva
y tangente a p e dalla retta su cui si proietta ma dipende esclu-
sivamente dall' intorno del 2° ordine di T e dalla omografia tan-
gente K, La retta p' h chiamata dal CECH retta K-linéarisante
della retta p.

Si chiama poi trasformazione ^-linearizzante lajcorrispondenza,
fra le rette del fascio di centro 0 ^ed analogamente per O), che
associa ad ogni retta la sua ÜL-linearizzante.

(3| Si veda: E. BOMPIANI, Sulle cornspondense puntuali fra spasi pro-
iethvi, « Rend. Ace. Lincei », ser. VIII , vol. 6, pp. 145451 (1949).

(4) Si veda: M. VILLA, Alcuni risultati e problemi sulle tri sformaeioni
puntuali, « Atti de! I I I Congresso dell'TT. M. L, Pisa (1948) »,/Bd. Cremo-
nese della Casa Ed. Ferrella, Borna, pp, 157-159 (1951),
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La trasformazione T sia rappresentata, com' è sempre possibile,

dagli sviluppi locali

(!) x = x +<ft(x, y)-*-\3]

y = y + +,(a?, y -f- [3],

dove cp„ tyt sono forme di 2° ordiue in xy y e con [3] si denotano
termini di grado > 2.

Le equazioni della trasformazione if-linearizzante relativa al-
1' omografia tangente di equazioni

(2) X = T g-, y = 7 g-,

si scrivono
(3) pï/ = fft(llt ln) -*- ï,(aÏ! -i- pï»)

plt' = | j ( ï p ?t) -f- Zs(ocZ1 -f- pï,) (p

ove si indichi con y •= y- V equazione di una retta p e con TT = y-,

F equazione della retta p' X-linearizzante.
Della trasformazione linearizzante si puö dare anche la défini-

zione seguente :
Si consideri 1' Et di -K corrispondente in T ail' E% di flesso ap-

partenente ad una retta p e lo si proietti da una punto S sulla
sua tangente p. Si stabilisée cosï una corrispondenza (fino al 2° or-
dine) fra i punti di (p, p). H luogo dei punti Sper cui taie cor-
rispondenza è approssimata fine al 2° ordine dalP omografia tan-
gente K è la retta Z-linearizzante di p.

Recentemente il BOMPIANI (5) ha associato ad ogni coppia di
rette uscenti da un punto 0 una omografia fra i due piani deter-
minata dall'intorno del 2° ordine di 0. Questa omografia è stret-
tamente legata al concetto di trasformazione linearizzante.

Si ha che:
L* omografia assoctata dal BOMPIANI ad una coppia di rette per

O (opp. O) coïncide con V omografia tangente K per cui le due rette
sono K-linearizzanti Vuna délV altra.

Il CECH (6) ha dimostrato che nel caso in cui le tre rette oarat-
teristiche per O siano distinte esistono tre omografie tangenti la
cui trasformazione linearizzante è dégénère nel senso che per ogni
retta la linearizzante è una retta fissa (totalmente linearizzante).
-Si verifica facilmente, mediante le (3), che:

Le tre omografie tangenti la cui trasformazione tinearizzante è

(5) Si veda: E. BOMPIANI, op. cit. in (3), p. 147.
(*) SWeda: E, ÖECH, op. cit. vol. 75, p. 124,
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dégénère sono le ire omografie caratieristühe del VILLA Ç) e la
retta totalmente linéarisante per Vcmografia caratteristica asso^
data a due relie inflessionali è la retia inflessionale residua.

Notiamo infine che le omografie tangenti la cni trasforfftazwwe
linéarisante si riduce ad una prcieitività scno le entrgrafie tan-
genti che contengono una prwiettività caratteristica.

3. La trasformazione \liwearizmnte di nna corrispowdewza fret
S r (r > 2).

Per r>2 la trasformazione linearizzante relativa ad uifomo-
grafia tangente K si puö definire al segmente modo:

Sia (O, O) una coppia regolare di punti corrispondenti e [p<~p)
una coppia di rette per (O, O) corrispondenti (fino al 1° ordine)
nella trasformazione. Si consideri 1' Et corrispondente &\Y Et di
flesBo appartenente a p 6 lo si proietti da un punto S del suo
piano di appartenenza r, jsulla tangente p. Si stabilisée cosï una
corrispondenî&a (fino al 2° ordine) fra i punti de]le rette {py p\. Il
iuogo dei punti S di TT per cui taie corrispondenza è approssimata
fino al 2° ordine dalPomografia tangente if è 3a retta K-lineariz-
zante di p.

Il piano -K dicesi piano linéarisante ed è manifestamente inde-
pendente da K. _

La trasformazione fra Sr(xl^ xt,,...} a?t) ed S^(x1^ x2 xr) si
puö localmente rappresentare con equazioni délia forma

(4) xt = xx + lt[x) H- [3] ' (* = 1, 2, ..., r),

dove lt(x) è un polinomio omogeneo di grado 2 in x^ x2, ..., xr P
[3] ha il solito significato.

Si trova che le equazioni délia trasformazione linearizzante-
relativa alPomografia tangente di equazioni

si scrivono

or *¥ i*

ove si indichino con T ^ = ̂ = ... =: ^ le equazioni di una rettap

e con j^z= jr = —,= jr le" equazioni délia sua ]

(7) Per la nozioue di omografia caratteristiea si veda: M. VILLA,
Ttasfûrmasiom quadratich& osculatrici ad una corrisponâenea fra piani
proiettivi. II. Loto costrumone. « Rend. Ace, d'Italia», sei\ VII* vol. ^
T), 5 (1942).
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II BOMPIANI (% estendendo il risultato ricordato al u. précé-
dente, ha associato ad ogni r-pla di rette uscenti da 0, fra Içro
linearmente indipendenti, una omografia fra i due Sr dipendente
dalPintorno del 2° ordine di 0. Ora si ha che:

L' omografia assotiata dal BOMPIANI ad r rette per O, Unear*
mente indipendenti, coincide con V omografia tangente K per mi la
retta K-linearizzante di dascuna di esse appartiene a?PSr_i indi-
viduato delle rimanenti,

I n d i c h i a m o col B O M P I A N I con (ll9 Z8, . . . , lr) (ff = l , 2, . . . . r) Ie
a

coordinate di r rette per 0. con A^=0 il déterminante |ZJ. con lx

gli elementi reciproci delle lt in A, con ;, le ;T(') e<^ infine con Â
a ca

il valore di A quando al posto delle lh della 7-esima riga si sostitui-
scono le ^ CT

Si ha allora che 1' iperpiano contenente Ie r — 1 rette residue
alla l, ha Fequazione

2,1%, = 0.

Affinchè esso contenga la retta K*linearizzante della l} deve
aT^rsi ü

(7) A f f-A2 | 0 t t ï t = O.

Le (7) rappresentano un sistema di r equazioni lineari nelle r
incognite at il cui déterminante è Az£=0. Si ha pertanto la sola
soluzione

L? omografia .BT cosi ottenuta coincide con quella considerata
dal.BoMPiANi.

4. Applicazioni.
Il CECH nei lavori citati (9) propone di classificare Ie trasfor*

mazioni puntuali fra Sr a seconda della natura delle trasfor-
mazioni linearizzanti relative* Pone sub i to^ seguente problema:
determinare Ie trasformazioni fra Sr Ie quali posseggono un ; omo-
grafia tangente K in ogni coppia generica di punti corrispon-
denti la cui trasformazione K-linearizzante è dégénère nel senso
che ogni retta ha come K-linearizzante una retta fissa (totalmente
linéarisante).

(8) Si veda: E. BOMPIANI, op. cit. in (3), p. 149.
(») Si veda: E. CECH, op. cit. vol. 75, p. 123.
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II problema ha senso per r 5> 2 ed è completamente risolto
dal CECH.

Si pub provare cl̂ e tale problema coincide con uno posto dal
VILLA al 111° Congresso deirU. M. I. (Pisa, 1948) e cioè col pro-
blema della determinazione delle trasformazioni puntuali fra Sr

( r > 2 ) per Ie quali Ie direzioni caratterietiche, in una coppia ge-
nerica, costituiscono (a prescindere da una di esse) un cono V2

r—i-
Si dimostra infatti che in generale:
Se una corrispondenza fra due Sr (r > 2), in una coppia rego*

lare (O. O), possiede un' omografia tangente K la cui trasformor
zione KMnearizzante è dégénère, nel senso che ogni retta ha come
K4inearizzante una retta fissa} la ̂ corrispondenza possiede in (O, O)
due coni V2r-i corrispondenti di direzioni infiessionali; l'omografia
tangente K è V omografia clie subordina fra Ie coppie di rette in*
flessionali dei due coni le proiettività caratteristiche (10) e la retta
totalmente linéarisante è la retta inflessionale residua al cono
Y2

T_i: e inversamente.
Omettiamo per brevità la dimostrazione, che si conduce* facil-

mente assumendo riferimenti opportuni.
Dopo il caso già trattato del CECH il piü semplice che si' pre*

senta, secondo la classificazione proposta dal CECH, è senza dubbio
quello delle corrispondenze fra Sr (r > 2) che posseggono un' omo-
grafia tangente K in ogni coppia generica di punti corrispondenti
la cui trasformazione K-linearizzante è un'omografia.

Si tratta cioè delle corrispondenze per Ie quali Ie direzioni in-
fiessionali. in un punto generico, costîtuiscono un iperpiano (a
prescindere da r di esse (u)).

Si ha infatti:
Se una corrispondenza fra due S r (r > 2), in una coppia rego*

lare f O. O), possiede un'omografia tangente K la cui trasforma*
zione K-linearizzante e un7omografia, la corrispondenza possiede in
(O, Ö) due ipcrpiani corrispondenti di rette infiessionali; Vomogra-

(l0) È noto per r = 3 (e si estende facilmento ad r quahinque) che nel
caso in cui la trasformazione possegga due coni di direzioni caratteristi-
che uscenti da una coppia regolare (0, O), le infinité proiettività caratte-
ristiche relative alle coppie di rette dei due coni sono subordinate da una
stessa omografia. Si veda: Ĝ . MARTINI, Suite trasformazioni puntuali fra
due spasi nel caso conforme, * Rend. Ist. Lombardo » vol. LXXXII, pp.
228-232 (1949); si veda anche: A. Cossu, Trasformazioni conformi in una
coppia di punti corrispondenti e nei punti dei loro intorni del 1° ordine,
« Questo Boll. », ser. I I I , vol. IV, pp, 122-127 (1949),

(n) È questo il caso generale, ma non è escluso che si presentino, come
appare dal seguito, casi particolari in cui Ie rette caratteristiche residue
all'iperpiano sono infinité e costituiscono degli £A con 0<fc<>*.
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fia tangente K è V omografia che subordina fra Ie coppie di vette
infle8sionali dei due iperpiani le proiettività caratteristiche, Ie refte
imite délia omografia K-linearizzante sono Ie rette caratteristiche
resiéhie; e inversamente.

Per la dimostrazione assumiamo in Sf, Sr riferimenti proiettivi
in guisa che la omografia K abbia Ie equa&ioni ^ r r x , .

Le equazioni della trasformazione linearizzante relativa si
scrirono

Perché le (8) rappresentino un'omografia deve aversi ?t(ï) =
dove 1(1) e <p((I) sono polinomi oraogenei di 1° grado nelle lt •

Le pquazioni di T si scrivono

{8} x t = xx -h 5(a5)<p,l£C| - h [3]

e quindi sono caratteristiche Ie rette dell'iperpiano £(x) = 0 e Ie
rette ie cui equazioni si ottengono uguagliando a zero i minori
del 2° ordine estratti dalla matrice

xt

Dalle equazioni seritte segue l'enunciato.


