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Sui numeri quasiperfetti.

Nota di PAOLO CATTAXEO (a Padova).

Santo. - Chiamiamo quasiperfetto un numero, naturale, che sia eguale alla
somma di tutti i suoi divisori propriamente detti (ossia con V esclusione
dql numero stesso e dell'unita). Si studiano tali numeri, dimostrahdo,
fra V altro, che essi, se esistono, sono quadrafa perfetti con almeno sette
divisori primi distinti, tutti maggiori di 3.

1. Ogni numero intero positivo puö porsi sotto la forma

N=2hpaqbrc..., con p, qy r,...

numeri prïmi dispari distinti, con h intero positivo o nullo e con
<ir 6, c,... interi positivi.

Il numero N dicesi perfetto se è uguale alla somma dei suoi
divisori minori di 2V. Tutti i numeri perfetti pari furono trovati
da ErfÇLipE ; non si conoscono numeri perfetti dispari e si sospetta
che non ne esista.no ; certo è che, Be ne esistono, sono grandissimi,
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di almeno 45 cifre e con 26 divisori primi disuguali,vcoine dimoatrfc
CATALAN nel 1888 (1).

Indicando con S la somma di tutti i divisori di N e chiamando
eccedenza di N la differenza E = S — 2iV, N è dunque perfetto se
E = 0. Secondo che E è positiva o negativa, N dicesi abbondante
o deficente.

ÎTella presente Nota ei proponiamo lo studio dei numeri abbon-
danti di eccedenza 1, che sono eguali alla somma di tutti i loro
divisori propriamente detti, ossia con 1' esclusione non soltanto di iV
ma anche delP unità. Chiameremo tali numeri quasiperfetti; e li
indicheremo con QP.

2, Ponendo

p = i + | ) + p2-*-... -f-pa = (p a + 1 — i) :(p — i),
Q = 1 -4- q -H <f -+- ... •+- qb = (qbJhl - 1) : (g — 1),

si ha :
S = (1 -h 2 -+- 4 H- ... H- 2*) • P • Q • 22 • ... =

= (2*+i — 1) . P . Q . E - '.,. ; •

donde si vede che, se N è QP, S è dispari, assieme a P, Q, R,...
ed a, 6, c,... sono pari : 2 • Z, 2 • m, 2 • w,....

Si ha quindi:
N=2h . ptl • q8m -_p î n . . . ,

S = (2A+1 — 1). P . 0 . i î . . . =; 22V •+-1 = 2 f t + 1 . p« . g*'» . r2« ... -h 1,
(2̂ -*-J — 1) . (P - Q. B... - p« . g2'» . rtn ...) — 1 = (p1 • gm . rh ...)«.

Da questa ultima uguaglianza risulta che il numero — l e re-
siduo quadratico di ogni divisorô di 2h~hl — 1. Ma è noto (*) che
— l e residuo dei numerî primi délia forma 4i + l e non lo è di
quelli délia forma 4<-h3; 2h+l — 1 ha dunque esso pure solo divi-
sori di taie forma; si ha necessariamente h = 0.

Concludendo si vede che non esistono numeri quasi perfetti pari.

3. È facile provare che non esistono nemmeno numeri QP di*
visibili per 3.

Infatti, se fosse 2V=3 t a . v 2 ed 8 = Ö S ' = 2iV-f-l,

(*) P. CATTANEO, Ntimeri abbondanti e deficenti, (« Bollettino di Mate-
raatica », marzo 1936, Firenze).

(2) P. GAZZANIGA: Teoria dei numeri (éd. Drucker, Padova, 1903)r
pag. 97.
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si arrebbe (S2^1 — 1). S'=r--4 * 3Ia • v2 -+- 2,

(3*a+l _ !) . £ ' „ g = (2 . 3a . v)*;

— 2 sarebbe rèsïduo quadratico di ogni diyisore primo di 320"1"1 — 1;
tale numero avrebbe (*) solo5 divisori primi della forma 8t •+- 1 op-
pure 8t + 3] si avrebbe 3*fl+1 — 1= 8-jff-h 1, oppure =8-H+3,
3S a + l = 8JT-t-2, oppure = 8iÏH-4, donde Passurdo.

È già noto (x) che le potenze d'un numero primo dispari ed ih
prodotto di <Jue tali potenze sono deficenti, quindi non numeri QP.
Ma non possono esserlo nemmeno i^prodotti di 3 o 4 o 5 o 6 po-
tenze di numeri primi dispari, i quah, per quanto précède, possono
supporsi niaggï'vri di 3.

Considère1 do infatti il numero N~paqbrc, con p, q ed r mag-
giori di 3, si ha:

ü r — 1

e siamo sicuri che iV non puö essere QP perché, essendo

r^il, si ha:

quindi
5 • 7 • 11 77

^ i ^ < 2 ^ N deficente.
Analogamente sono deficenti, quindi non QP, i prodotti di 4

o 5 o 6 potenze di numeri primi, maggiori di 3, perché:

(5. 7 .11.13) : (4. 6 .10 • 12) = 1001: 576 < 2,
(5 • 7 • 11.13 .17) : (4 .6 . IQ. 12 • 16) = 17017 : 9216 < %
(5-7.11.13.17.19): (4- 6*10.12.16-18) = 323323 : 165888<2.

4. Gli eventuali numeri quasiperfetti sono dunque dei quadraii
perfetti con almeno sette divisori primi distinti, tutti maggiori di 3.

Sono quindi assai grandi; e sorge spontaneo un dubbio ana-
logo a quello che c'è per i numeri perfetti dispari.

Esistono numeri quasiperfetti ?
Mi auguro che si riesca a trovarne, oppure si dimostri che non

ce ne sono. ^er tale ricerca possono essere utili Ie proposizioni
seguenti.



62 PAOLO CATTANEO

5. TEOBEMA. - « Ogni multiplo d'un numero abbondante o per-
fetto £ abbonçlante e non quasiperfetto ».

Cor OI/LARIO. - « I divisori d' un numero deficente o perfetto
sono tutti deficenti ».

dimostrare il Teorema basta provare che, se N è perfetto od
abbondante. sono abbondanti e non QP tutti i prodotti N'=p*N
ed N" = ƒ • iV, dove p è un divisore primo di N ed f è un numero
primo che non lo divide.

Nel primo caso si ha

quindi, essendo

Nel secondo caso si ha

S" =r (1 H- ƒ). i S ^ (1 -f- f) - 2N= 2N+2N" >2N+

Il Teorema resta cosi completamente dimostrato.

6. Per ogni numero QP ei ha (n. 2)

PQB ... = 2 . (j>'g»rn ...)2-f- 1, 2PQ.R ... — 2 = (2 .p'g^r

2 è residuo quadratico del numero dispari

... + p« (e di

Ma è noto (2) che — 2 è residuo solo dei numeri primi della
forma 8̂  -+r 1 ed St H- 3 ; essendo P prodotto di fattori di tali forme,
deve avere esso pure una di tali forme, deve essere

P •== 1 oppure =5 3 (mod. 8).

Sep = l, si ha P s 2Z H- 1 ; quindi deve essere Z = 0 oppure
= 1 (mod. 4).

Se p == 3, si ha P s 4 • Z -+• 1 ; quindi l deve essere pari.
Se p =s 5, si ha P - 6 ' î + l ; quin<Ji deve essere Z ̂  0 oppure

« 3 (mod. 4).
Se p == 7, si ha P s=? 8 l -»- 1 ; quindi nessuna limitazione.

^o insomma esclusi i fattori primi 8̂  + 1 con l della forma
4x -+ - ,» 4T -H 3, i fattori 82 -»- 3 con l dispari, i fattori 8£ -+- 5 con


