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Moti un i f or mi di un l i q u i d e v i scoso
fra due sfere concentriche rotanti.

di GiuiiiANO TORAIJDO DI FRANCIA (a Firenze).

Smito • Si applica un procedimento di approssimasioni successive al cal-
colo del moto uniforme di un liquido viscoso fra due parait sfvriche ro-
tanti. Nella prima approssùnazione si trova il noto mouimeuto per bfera
rigide. Nella seconda approssimazione interviewe tin moto di rimescola-
mento nel piano meridiano. Infine nella terza approssnnaeione si studia
in quai modo il moto nel piano meridiano influisca su fjuello luntjo i
parallelij modificando il momento esercitato dal liquido su una délie
due parvti che si suppone fissa,

1. È noto che il coei'ficiente di visoosifcà dei fluidi puo essore
ricavîtto sperimentalmente, oltre che col metodo elawsieo del de-
flusso di Pois>KUTLILE, anche mediante la misura di un tnonlento

(3) {Se f(x) è nnu traseondente intera alla (9| puó sostituirsi J'aLtra

M{r)<e$r\ von p < 1/4-
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di torsione. Per esempio, il fluido puö essere racchiuso fra due
piireti cilindriche o sferiche, rispettivamente coassiali o concen-
triche, di cui una rotante uniformemente, e si puö misurare il mo-
mento necessario per mantenere fissa 1' altra.

Or i i primi che sperimentarono con Ie sfere concentriche (x), (*)
trovarono che, utilizzando 1 espressione del momento data da Kra-
OHHOFÏ1 (3) per il moto lento, risultava un coefficiente di viscosità
che aumentava al crescere délia velocità di rotazione. La spiega-
zione del fenomeno si intuisce facilmente in via qualitativa. quand o
si tenga conto del fatto notato da STOKES (4) che un moto per sfere
concentriche rigide (come, in particolare, quello della soluzione di
KIRCHHOFF) non è possibile e che deve sussistere anche uu moto
(sia pure del secondo ordine) nei piani meridiani. Questo rimesco-
lameiito, che porta le particelle animate di maggiore velocità di
rotazione \rerso Ie regioni ove la velocità di rotazione è minore e
viceversa, è chiaramente causa di aumento del momento di tor-
sione esercitato sulla parete fissa.

WHITEHEAD (5), dopo aver sviluppato un procedimento di ap-
prossimazioni successive per 1' integrazione delle equazioni di NA-
VIER POISSOK, lo applicö al calcolo del moto nei piani meridiani,
provacato dalla rotazione uniforme di una sfera in un liquido in-
definito. Le obbiezioni teoriche, sollevate da LORD RAYLEIGH (6) e

da LAMB (7|, circa la validità del procedimento di WHITEHEAD, in

pratica non ne infirmano F applicabilità anche per velocità di ro-
tazione non infinitesime, come fu dimostrato sperimentalmente da
ZEXPLÉN (8).

La soluzione di KTRCHHOFF si ottiene considerando soltanto i
termini del ]3rimo ordine rispetto alla velocità di rotazione. Il moto
nei piani meridiani è del secondo ordine. Nel presente lavoro stu-
dieremo questo moto, per un fluido racchiuso fra due sfere con-
centriche. Il problema risolto da WHITEHEAD è contenuto in questo

l1) B . E L I E , Variation du coefficient de viscosité avec la vitesse, « J o u r n .

de P h y s . - , 1, 225 (1882).
(2) C. B . BRODMANN, Untersuchungen über den Reibungscoefficienten von

Fhtssigkeiten, « A n n . der P h y s . », 45, 159 (1892).
(3) GL K I R C H H O F F , Vorlesungen über math. Phys., 1 Mechanik. (Leipzig ,

1887) pag. 375.
(4) G. G. S T O K E S , Math, and Phys. Papers, (Cambridge, 1880), pag, 103.
(5) A. N . W H I T E H E A D , On the Motion o f Viscous Incompressible Fluids,

« Quart . J o u r n . », 23, 78, (1889).
(6) L O R D R A Y L E I G H , On the Flow of Viscous Liquids, « Phi l . Mag. », 36,

365, (1893).

(7) H . L A M B . Hydrodynamics, (Cambridge, 1924), pag . 558.
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come caso particolare. Inoltre spingeremo l' approssimazione fino
al terzo ordine, trovando in che modo il rimescolamento nei piani
meridiaui influenza il moto lungo i paralleli e, in particolare >

come fa variare il momento esercitato sulla sfera fissa.

2. Evidentemente è utile per il nostro scopo scindere la velo-
cita del fluido in una parte tangente al parallelo ed una parte
giacente nel p^ano meridiano. Pertanto, supponendo il fluido in-
compressibile (cio che nel nostro caso vale praticamente anche
per i gas. come fu osservato da ZEMPLEN^ (8)), partiremo dalle equa-
zioni per i moti a simmetria di rotazione di un liquido viscoso
soggetto a forze di massa conservative (9)

dH ( H\ 1 M d(rH) 30/ 8(rH)1

(1) - „

dxl dr2 r d r

In queste equazioni r e x sono coordinate cilindriche (x asse
di simmetria), t il tempo, v = [jt/p il coefficiente di viscosità ein.e-
matico, H la componente délia velocità secondo il parallelo, ^ la
funzione di corrente del piano meridiano, tale che rvx = d'i/ór,
rvr = — dtyjdx e 2H la componente del vortice secondo il parallelo.

Sia R1 il raggio della sfera interna e B% quello della sfera
esterna. La sfera interna ruoti con relocita angolare costante w e
quella esterna sia fissa. Il liquido *aderisca alle pareti aenza slit-
tamento. Ci sarà utile definire come numero di HEYNOI/DS il nu-
mero cR = a>jRg

2/v, quantunque la velocità del fluido sia ovunque
minore di wRt.

Ci riferiremo a coordinate polari, anzichè cilindriche come
nella (1), e con r indicheremo ora il raggio vettore, Inoltre, secondo
un noto procedimento, cambieremo le unità di misura, scrivendo
rRt al posto di r, HMR% al posto di H, '\>MR%

S al posto di ^ e Oo>
al posto di ü. Con questo dalle (1) si ricavano facilmente Ie se-

(8) Gr, Z E M P L E N , Untersuchungeu uber die innere Eeibung der Gase, « A n n .
der P h y s . », 29, 869, (19t)9); 38, 71, (1912).

(9) Cfx\ B. CALDONAZZO, Sm moti di un liquido viscoso simmetrici ri-
spetto a un asse, « Rend. Ist. Lombardo », 58, 403, (1925).
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g u o n l i tM|iiïi/iioiii per il moto st:*%ioitario

ni' \ rr

0 cl r | r / / » r ' i ^ K h i 02 /y

s i M r' I / t J i - h s i ii O M Û 'J . I Ü = S i i / s i n 6 - A — r c o s O I h i n O

Vsin r
,3+ M f

uV d\) \s i i

/•= ' ; -f- „ia f» - f . ' M — — 2r3i> sin 0.

],»> <M|iin/Joïti se rilt*" Lu ^uesta forma sono particoliirjmente adatte

v U' vtM'ifiolu* sulle soluzioni. cho nel segfaito daremo

e, Min«a ti 'diare con i hui&lii « poeo perspicui passag<>i

n tl ru verso agi" integvali general i .

3, Supponinrao da prima che aft sia tüiito piccolo da potersi tra-

il secondo ïticmbro dol Ja (2). AIIOJ'JI da essa si ottiene fa-

la yoiuzioiie di KIUOHIIOFK

(5} Ho = 0L{v~t — r) s iu 0

con a = p3 / ( l~p3) e pz^BjRt. Si constata che Hü soddisfa Ie con-
dizioni al contorjio 7/n = O i>er r = l (sfera esternn) e H(>~Rl sin6/i22

per r (
fi jsiVra interjia). Dalla (5) si oalcola il momento che il

fluido esercita sulla si'era esterna

iSi osservi che nella (ü) ü/0 è dato in imita naturali (non ridotte).
Dalla (3) e dalla (4) si vede subito ohe in questa aj)prossima-

zione (cR. = 0) la velocità nel piano meridiano è nulla; essa è dunque
almeno del primo ordine rispetto a R.

Per pass-are a una seconda a.pprossimazione, conserviamo nella (3)
i termini del primo ordine in oïL Yalendosi della (5) per esprimere H
al s e c o ii do membro, si ottiene

o aa-'(r~4 — r-1) sin* 0 sin 28.
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Si puö verificare che questa equazione è soddisfatta da

(8) i\ = ] moo2 (r-4 •+- r~l -+- 1 Ar-3 - 5 Br*) sin 28.

I primi due terminijiella parentes! daano un integrale particolare
dell'equazione non omogenea (7), menire gli altri due termini co-
stituiscono quella parte dell'integrale generale dell' equazione omo-
genea, che è sufficiente al nostro scopo.

Sostitniamo ora Fespressione (8) di Q uel secondo membro
della (4), ottenendo

g i - ^ BrA sisin 6 sin 28.

Si puö verificare che questa equazione possiede 1' integrale

(10) ^ — g A +- Br" ~h Crz -H Br-1) sin Ö sin 20.

I primi quattro termini in parentesi danno un integrale dell' equa-
zione (9) non omogenea, mentre gli altri due sono integrali della
parte omogenea.

Sulle due superficie sferiche, eioè per r = l e r = [3 1e derivate
prime rispetto a r e a 8 della funzione di eorrente devono essere
nulle Pertanto dalU (10) si ottiene subito il sistema

5 £ -+- SC - 2D = - 1, 5BV •+- 3Ctô
2 - 2B$~* = $~* — 2S

i + 5 + C + D ^ - 2 , A f- Bp ~h Cp3 +- Dp-2 = - p-1 — p2.

Risolvendo, si hanno Ie espressioni dei coefficienti

B "" — 4S -+-

- 5 -4- 18ft — 7p* — 12B7 — 256»
— 4811

+- 3C H 1).

alcuni valori dei coefficienti, calcolati con Ie (11), per diversi
valori di p.

p

1/100

1/5

1/2

/̂3

— 50.0362

— 2.6262

- 1.3953

- 1.2627

B

— 72 5025

- 1.6826

— 0.1018

- 0,0166

C

120.5180

2.4061

0,2994

— 0.5182

D

— 0.0050

— 0-0973

— 0.2035

- Q.2357
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Nejla fig. 1 sono illustrati, ciascuno mediante un quarto dh
piano meridiano, i casi p =» 1/100, p =z 1/5, p = 1/2, p = 2/3. L' asse-
di rotazione giace nel piano délia figura ed è diretto dal basso-
all' alto. Sono tracciate le linee di corrente ^ = costante, per valori
equidistanti della costante, contrassegnati convenzionalmente coït

0, 1, 2, 3, 4, 5. La linea di öorrente che degenera in un punto ha
in tutti i casi 1' anomalia cos 6 = l/ \ /3, come si ricava facilmente
dalla (10).

4. Passiamo ora a una terza approssimazione, conservando i
termini in oït2. Per questo sostituiremo al secondo membro della (2)
F espressione (5) di H e l'espressione (10) di ty. Si giunge cosï al-
1' equazione

(12) "»••£?? K-Sê-9^
12[I)r-s- Ar-'— - 8 - Gr-'- 2A — iC-. Cr8-+- 3Br 5 ]s in 39-t-

9C-+
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Scriveremo l'intégrale di questa equazione nella forma H~TTO-J-ÜTJ,
nella quale Ho rappresenta la soluzione (5) di KIRCHHOFF e Ht è
il termine correttivo provocato dal moto nel piano meridiano. Si
verifica che Ht puö avere la forma

(13) Ht = j&2a3 j f— g ar~4-+-er~*-hdr — ̂ br*-h <p(r)|sin6 +• (ar~* •+• &r3-hx(r)]

essendo

2B

-Nella (13) la parte corrispondente a <p(r) e a ^(r) rappresenta
un integrale dell'equazione non omogenea (12), mentre la parte
corrispondente ai cpefficienti a, b, c, d rappresenta P integrale del-
P equazione omogenea, che è necessario per soddisfare Ie condizioni
al contorno. Queste condizioni sono evidentemente Ht(l) = 0 e
Hg(8)=;0, dato che Ho gik di per sè soddisfa Ie condizioni real-
mente esistenti alle pareti. Dalla (13) avremo dunque

^ cp-J + d$ = | (ap-4 -+- b$*) - cp(B).

Da queste equazioni si ricarano i coefficienti incogniti

a ~ 1 —p? > ° - 1
(15)

c = a[?(l) - p-J
?(P) -h (l)

Mediante Ie (11), (13), (14), (15) la correzione Ht è completamente
nota.

Per trovare la correaione che la presenza di Hs apporta al mo-
mento esercitato dal flüido sulla sfera esterna, calcoliamo la deri-
vata radiale di Ht per r = 1

(16) (~A = \ a*a»(JS sin 6 -*- .Fsin3 6)
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essendo

F = — 4a -+• 36 -f- x'= ^a — 2c H - d - y

due numeri che si sanno calcolare in f unzione di p. D' altra parte,
ricordando Ie particolari conrenziohi fatte sulle unità, si vede fa-
cilmente che il momento proTocato da Ht sulla sfera esterna è

' 8 d ô .

Esprimendo la derivata con la (16), eseguendo 1' integrazione e ri-
cordando la (6), si trova infine

M„ 12

Possiamo cosl calcolare in funzione di p Pincremento relativo del
momento, dovuto al rimescolamento del fluido. Oome si vede, esso
è del secondo ordine rispetto ad au.

A questo punto conviene introdurre al posto di aft il numero
eït' = wi^i'/v, che è la più naturale determinazione del numero di

i

- 3

- 5

- 6

- 7

-e

- 9

to9 *

-

-

\

\

\
. . P

0,5

Fig. 2.

e meglio öi presta a rappresentare i risultati, specie
quando Bt è molto piccolo.

Dalla (17) risulta che Pespressione

(18) 0 _ Mt _ 1 « • / 4 \



MOTI UNIFORMI Dl UN LIQUÏDO VISCOSO FRA DUE SFERE, ECC. 281

rappresenta un numero puro, funzione di p, indipendente dalla ve-
locità di rotazione e dalla natura del fluido. Per esempio, alcuni
valori calcolati con la (18) sono: Q=8.333.10~4 per {3 = 1/100,
Q=5.580.10-4per p ^ l / 5 , Q= 6.195.10"5 per p = 1/2, Qr=8.677.10-6

per p = 2/3.
Un passaggio al limite piuttosto laborioso dimostra poi che Q

tende a zero per p —* 1.
La fig. 2 rappresenta Pandamento del logaritmo decimale di Q

in funzione di p. Il punto segnato con una crocetta risulta dai
dati sperimentali di ZEMPiiÉir (8). Quest'ultimo, in base alle sue mi-
sure, aveva dedotto i primi termini di uno sviluppo del coefficiente
di viscosità apparente iü serie di potenze di w. Dal coefficiente
che egli dà per il termine di secondo grado e dai dati geometrioi
délia sua esperienza si puö facilmente calcolare Q. Il fatto che il
punto sperimentale cada esattamente sulla curva dedotta dal cal-
colo conferma la fiducia nel nostro procedimento di approssima-
zioni successive.


