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Sulla continuazioire analitica delle funzioni associate
ai sistemi fisici lineari.

JSTota di TINO ZEULI (a Torino).

Santo. • Si ottiene V espressione della funzione analitica î(v?) che su wiv
segm^nto dell' asse immaginarto assume valort prefissati, servendosi
della rappresentazione conforme del piano w, tagliato lungo tale
segmento, su un cerchio. Si predsano inoltre le condiziom a cui devono
soddisfare i valori prefissati affinchè sia assicurata Vesistenea d% tale
funsione.

% K II prof. Œ Znsr in una Nota recente (1), considerando l'effetto
di un dato agente su un sistema fisico lineare, rappresentato da
una funzione de] tempo della forma /'(ito)eiuf, ove il coefficient e
complesso f(iw>) dipende dalla sola variabile reale w (pulsazione),
ritenendo la f(w) nota^ ad esempio mediante rilievo sperimentale,
in an intervallo (t*>lf w,) della variabile o>, si propone di determi-
nare il valore di f{i^) in un punto arbitrario esterno al detto
intervallo, nulla sapendo della struttura del sistema fisico lineare.

L'Autore considéra per questo una funzione analitica f(% -+- iw),
che chiama assodatd al sistema fisico lineare, olomorfa in un
campo C della variabile complessa w = a -f- *w, contenente il semi-

S. TIMOSHENKO, op, cit., par. 34 ed è impiegato per ritrovare i risultati re-
lativi alla lastra appoggiata lungo tutto il contorno; tali risultati sono
perö ottenuti partendo dalla soluzione della lastra di lunghezza infinita,
soggetta a un solo carico P. È necessario pertanto sovrapporre gli effetti
fino allo smorzamento.

(l) Gr. ZIN, La continuastone... (« l^uovo Cimento », vol. VI, n. 6,
pag. 531).
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piano a ^> 0 ed il punto all' infinito, la quale risulta nota sul
segmento rettilineo delPasse immaginario compreso fra i punti di
affissa iwn ?]w2. Procède quindi alla determinazione- del valore di
f(w) in un punto generico dell' asse immaginario servendosi della
rappresentazione conforme del semipiano a > 0 della variabile w
sul camp o interno ad un semicerchio y, di raggio unitario e centro
neir origine del piano z — x-\-iy e in modo che : al segmento
considerato dell'asse immaginario del piano rv corrisponda la se-
micirconferenza di y, nlïa rimanente parte di quell'asse corrisponda
il diameti'o di y postö sull'asse reale x, ed al punto all'infinito
del piano w il centro di y. In base alle proprietà delle funzioni
olomorfe e continue in un dominio assegnato, dalla conoscenza dei
valori della funzione f sul contorno circolare di y deduce infine il
valoi'e della funzioue ƒ in un punto del diametro corne limite di una
successione di intégrait di polinomi approssimati di STIELTJES.

A prescindere dalle condizioni che devono essere verificate per
l'esistenza di quella funzione. [condizioni che devono essere prese
in esame, specialmente quando i valori assegnati sul segmento
(iwj, toiy) provengono da un rilievo sperimentale e che se non sono
verificate rendono illusorio il risultato] il procedimento seguito
dallo ZIN, oltre ad essere un po' laborioso, lascia ancora incerti
sull' approssimazione che si raggiunge. In questa Nota mi propongo
di rilevare come, nel caso in cui i dati siano tali per cui la fun-
zione f(w) esista in tutto il piano w, essa si ottenga rapidamente
in modo rigoroso öervendosi della formula di CAUCHY e della for-
mula di SCHWARZ relative al cerchio, mediante la r&p'presentazione
conforme del piano della variabile n) = ot+ toi, tagliato lungo il
segmento (i^^ tw2) dell'asse immaginario, popra un cerchio. Dqpo
ciö deduco, del pari rapidamente, Ie condizioni a cui devono sod-
disfare i valori assegnati della funzione f(& ~+- iw) sopra il segmento
(/w15 ioy%) dell'asse immaginario e che assicurano la sua esistenza

nel campo considerato.

2. Poneiido
2iw o^-i-co,

S —~

i] campo C costituito dal piano della variabile compleesa w =
tagliato lungo il segmento deir asse immaginario w compreso fra
i punti di affissa tojj, itot (w, > Wj), risulta rappresentato confor-
memente sul piano della variabile complessa~ Ç = ? -t- ir\, tagliato
lungo il segmento dell'asse reale \ compreso fra i punti di ascissa
£ = —1 e 5 =-f- 1.



SUXXA COMTINUAZIONE A^AIITIC\ DELLE *UÎ\Z1O\I ASSOCIATE, EQC. 249

Ponendo ancora

(2) C =

e quindi
l / 1\ 1

(3) fV = j i(o>2 - «0^0 -+- - j + 2 •(", + w,),,

il campo C viene ad essere rappresentato conformemente sul
campo F interno al cerchio di raggio unitario con centro nelU ori-
gine del piano complesso z = x -k- iy, in modo ohe al bordo (iel
taglio posto dalla parte del semipiano a > 0 corrisponde la semi-
circonferenza del semipiano y > 0, ed al bordo del taglio posto
dalla parte del semipiano % < 0 corrisponde la semicirconferenza
y < 0. Infine al punto all' irifinito del piano w corrisponde il
centro del cerchio. La trasformazione inversa délia (3) risulta :

ove la radice si détermina con la condizione che su entrambi i
bordi del taglio l'argometito di w — ù*>l valga TT/2, mentre Fargo-
mento di rv — i<»2 varia da — 7c/2 a 3TC/2 passando dal bordo posto
dalla parte del semipiano a ;> 0 all' altro.

Con questa rappresentazione i valori ƒ(£<*>) assegnati per la
f unzione ƒ(& -+- io>) sul segmento (ioil, iwg) dell' asse immaginario,
e sdoppiati mediante il taglio, vengono riportati sul contorno del
cerchio F, e ptecisameiite, posto z r= eia, con 0 < o- < 2x, sopra V
si ha

A*w) = f 2 *(W2 ~ w i ) c o s c + 2 ^Wl "•"

La questi,one proposta è allora ridötta a determinare una fun-
zione di variabile complessa F(z), olomorfa nell'interno del cer-
chio r, essendo noti i valori

F{eiu) = ƒ U *(OJ2 — oj,) cos a -t- ^ ^(oij H- o>2)

sul contorno circolare. Essa è data dalla nota formula di CAUCHY :

ove l'intégrale è este'so al contorno s del cerchio T sul quale è
t — e^, con
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Avendo riguardo alla (3) abfoiamo allora

(5) 2TT

i r ri= 2^ J / l [2 ̂ 2 "~ Wl)

o

e dopo ciö, mediante la (3'), abbiamo la funzione f(w), cereata, ia
ogni punto del piano tagliato w = oc -f- ita.

3. Osserviamo, ora, che se si pone

F(x) = <p -+- *]/,

ove, sul contorno del cerchio F, sono <p, ty funzioni delFareo <rT

mediante la nota formula di SCHWARZ, che dà il valore di una
f unzione di variabile complessa entro nn cerchio espresso mediante
i valori délia sua parte reale, o délia sua parte immaginaria, sul
contorno, si ha :

2TT 2TT

0 0
oppure*

2n 2TT

J ?) ^ZZ~S
 d ' -*- 21:) ^ d ° >

o o

dalle quali, sommando e dividendo quindi per dûe^ si ha la for-
mula di CATTCHY.

Dall'eguaglianza dei secondi membri si deduce invece che per
ogni valore di z interno al cerchio T deve essere identicamente

— z
o

ma per z interno al cerchio F è | z\eia \ <C 1, perciö sviluppando
in serie di TAYLOR del rapporto z/ei<J ed uguagliando a zero i
coefficienti delle diverse potenze di z, si ha

o
ovvero, cambiando i in — i,

! F(z) zndz = 0, (n = 0, 1, % ...),

essendo s il contorno di F.
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Nel nostro caso deve aversi

"" w i ) c o s ff -^2i^h ~*~ ws)f f\2

cioè, posto
__ 1 __ 1

ohé per <r variabile da zero a TC dà tutti i valori di o> compresi
nelP intervallo (w^ w?), avremo

TT

/ fltw*(ff)] cos (n -+- l)ffda = O, (n = 0, 1, 2,...).
o

E queste sono Ie condizioni a cui devono soddisfare i valori
assegnati ƒ(»&>*) della funzione f sul segmento («w^ iwj) delFas&e
immaginario affiuchè esista la fuiizione f(a -+ ŵ) che risolve il
problema proposto.


