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SuIIa risoluzioïie, in serie semplice, della lastra rettangolare
appoggiata, sottoposta a uu carico o a una coppia eoncentrati

in un punto qualunque.

Nota di PIERO POZZATI (a Bologna).

Santo. • Vtene dedotta, in modo semplice, la soluzione della lastra rettan-
golare appojggiata, soggetta a un carico concentrato. Il modo d% prùeQ;
der e si presta allo studio rapiüo di altre condisioni d% vtncolo e di
carico.

1. La risoluzione della lastra rettangolare appoggiata lungo
tutto il contorno, sottoposta all'azione di un carico concentrato
comunque disposto, è importante perché puö essere esaminata ogni
altra condizione di vincolo della lastra (sonunando ad essa una se-
conda deformata per effetto di una opportuna distribuzione di forze
e di coppie lungo il contorno) e perche, mediante integrazione,
possono essere studiate condizioni di carico qualsiansi.

In generale la soluzione in serie semplice è ricavata partendo
dall'esame provvisorio della lastra composta di tre strisce': Ie
laterali scariche e la centrale gravata da una for^sa distribuita
secondo una retta trasversale. Facendo poi tendere a zero la lar-
ghezza della striscia centrale, si ha la possibilità di passare dalla
condizione di carico distribuito lungo un tratto rettilineo alla con-
dizione di carico concentrato (1).

Naturalmente nelia prima situazione fittizia di tre strisce deb-
bono essere determinate Ie espressioni delle dodici costanti (quattro
per ogni „riscia) relative alle espressioni delle tre superficie ela-

(*) Yari Autori si sono occupati della soluzione della lastra rettangolare
soggetta a un carico concentrato. Si veda ad esempio S. TIMOSHENKO, Theory
of plates and sTiells, par. 33 con la relativa bibliografia (tale Autore parte
dalla soluzione, data da B, Gh GALERKIN, della lastra divisa in tre strisce delle
quali la centrale caricata con legge qualsiasi, e passa successivamente al li-
mite: vieîie perö esaminato solaniente il caso del carico applicato lungo le
médiane); la soluzione in serie semplice generale, perö un poco complessa
nella forma, è riportata senza dimostrazione da M. BERGSTRASSER, Jfor-
schungsarbetten, H. 302? par. 5, Bex*lin, 1928; una dimostrazione è ^tata data
da O. SANABONI, « Annali di Mat. pura e appl. », serie IV, t. XIX, 1940
(la soluzione generale ^ jóWenpta partendo ancora dallo studio della lastra
divisa in tre strisce^ n^lja/ll^moria è svolta anche la discussione sulla con-
-vorgenza delle var^e^erijk ^sprimenti le caratteristiche geometriche e sta-
tiche della superf^éf^ aeformatal.
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stiche. Determinate queste, si ha poi la possibilité, del *passaggio
al limite, corne è stato detto.
La presente nota ha lo scopo modesto di dimostrare che la stessa
soluzione puö essere ottenuta procedendo in modo molto più sem-
plice e del tutto analogo al metodo che si impiega per ricarare
Pespressione della linea elastica della trave appoggiata alle estre-
mitè e soggetta a un carico coneentrato.

Le costanti di integrazione sono soltanto quattro e la determi-
nazione delF espressione della superficie elastica è diretta ; il modo
di procedere è inoltre utile perché puö essere impiegato nell' esame
di vari altri casi di carico e di vincolo e perché fa rientrare anche
tali studi particolari nei metodi classici della Scienza delle costru-
zioni, più familiari e semplici.

2. Yengono premesse alcune osservazioni che permettono di
procedere pui con maggiore semplicita.

La lastra della figura la) avente tre lati appoggiati e söttoposta
a forze e coppie comunque distribuite lungo il quarto lato libero,

g. 16).

è, per ragioni di antisimmetria, nella stessa situazione della lastra
della figura 16) di uguale larghezza a e di lunghezaa doppia, con
due lati opposti appoggiati e gli altri due liberi e soggetti alla distri-
buzione, antisimmetrica rispetto all'asse x, delle stesse coppie e forze.

Questa osservazione permette di concludere che conviene tra-
sferire lo studio del caso della figura la) a quello della figura 16)r

perche per questo l'intégrale generale delFequazione omogenea
della superficie elastica ha solo i termini antisimmetrici (che cioè
cambiano di segno quando cambia il segno della variabile); ossia
1'espressione della superficie elastica, essendo nullo T integrale
particolare per la presenza di sole forze al contorno, contiene so-
lamente due co&tanti invece di quattro, ed èjdel tipo

a) tv = S (C„ 8enh a„y •+• D„a„y cosli a„y) sen anx,
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con an = n^la; Ie costanti Cn e Dn sono determinate dalle condi-
zioni ai limiti.

Le distribuzioni di forze e di coppie, se si annullano agli estremi,
possono essere sempre rappresentate da serie di seni; in partico-
lare, un carico concentrato alla distanza c dall'origine» essendo a la
lunghezza dell'interyallo, puö essere dato dalla serie

2P
a sen Yn s e n an3

3. Sia data la lastra délia figura 2) di lati a e b, soggetta nel
punto A al carico P. *•

Tagliamo la lastra lungo la retta r parallela all' asse x, passante
per A : si ottengono cosï due lastre che distinguiamo con gli indici

1 e 2, la 1 di lati a, e, la 2 di lati a, d. Per
entrambe la superficie elastica ha la forma
data dalla relazione a) per quanto è stato
detfco nel paragrafo précédente, e per cia-
scuna si ha un'origine di assi cartesiani
distinta, posta sul lato opposto al lato r.
Si ha cosï per le due parti

' senh a n'a„y cosh any)senanx,
b

con n intero, variabile da 1 a oo.
Indichiamo ora Ie quattro condizioni

che determinano Ie quattro costanti C„',
D„', Cn", Dn".

Si deve f are in modo ora di saldare le due parti ottenute con
la sezione lungo r, ossia, per y = e per la parte 1 e per y=d per
la parte 2, deve aversi (2) :

a) uguaglianza di abbassamenti, cioè

(2) Per determinare lalinea elastica di una trave appoggiata alle estre-
àj soggetta a un carico concentrato P, si opeî a una sezione in corri

spondenza del carico e si introducono poi le due condizioni limiti che de-
terminano le due costanti d'integrazione. Queste sono soltanto due perché
non sono ' richieste le condizioni di somma dei momenti uguale a zero e
somma dei tagli uguale a P, le quali sono già riposte nelle espressioni cor-
î-enti del momento e del taglio.
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b) uguaglianza di rotazioni, ossia

c)* uguaglianza di momenti
™ dtw\

d) infine, la sojnma.delle reazioni uguali al carico sviluppato
in serie di seni, quindi

V 2 P
= i — sen Yn s en anx.

n a
Sviluppando Ie semplici operazioni di derivazione indicate, posto

* Ie quattro condizioni sono :

C„' senk v)tt -H DJr\n cosh yn = Cn'
f senh SM -+- Dn"Sn cosh SJ,

Gn' cosn vjn -h D,,' cosh. vjH -*- D»'^,, senh ÏJ„ = — C»" cosh S„ —
— ^ „ ^ cosh Sn — Dn'

fK senh 8W,

(1 — v)Cn s enh y\n •+- 2Dn' senh 7jw -h (1 — v)i^n'y]n cosh TJ„ =

= (1 — v)CM" senh K + 2DW" senh «w -*- (1 - v)Dw" Sw cosh Sn ,

- (1 — v)DnSjn senh rin — (1 — v)Cw"cosh K 4- (l-+-v)Dn"cosh$n-

] 2JP

Sottraendo la prima moltiplicata per (1 — v) dalla terza e som-
mando la quarta con la seconda moltiplicata per (1 — v), si ottiene

Dn' senh yn — Dn" senh K = 0
f Pa2

Dn cosh 7)n -t~ Dn" cosh 8rt = — j g ^ â

n ' s enh vjn — Cw" senh K *= — D^ij» cosh *]„ -+- i>„"Sw cosh

I l sistema è stato cosY diviso in due sistemi dei quali il primo
nelle due sole incognite Dn

f e D„". Ricaviamo e poi sostituiamo
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queste nel secondo sistema, il quale si riduce cosi nelle due sole
incognite Cn' e C„".

In definitiva, le espressioni délie superficie elastiche délie due
parti sono quindi, corne è stato detto,

w, = 2 {Cn senh any -+- Dn'any cosh any) sen anx,
(1)

w% = 2 (Dn" senh a„«/ -+- Bn"any cosh aM$/) sen ana;,

e Ie e s p r e s s i o n i d e l l e c o s t a n t i sono l o n = , i n = , <pn =

C„' = - g - - ^ r K2cP» c o t l 1 ^P--*- !) s e n h 8» - K cosh 8„] : senh 2<p„

5 s e n h 8n : s e n h 2<pM

i, sen v
- ^3^3" [(2cpn coth 2<pn 4- 1) senh i\n — /]„ cosh o„] : senh 2<p„

A / ' = g~ ̂ 3 ^ r s e n k 1« : senh 2cpn .

Nel caso di distribuzione generica di forze 2 Fn sen anx lungo
n

la retta r, Ie relazioni 1 e 2 sono ancora valide, purchè nelle
2P

espressioni delle costanti si sostituisca — sen yM con F„ •

La validità esttla quindi dalF esame del caso particolare del ca-
rico concentrato.

Le ampiezze Fn sono poi determinate facilmente dalla teoria
delle serie di FOURIER,

4. Come è stato detto, si risolvono con semplicità vari altri casi,
procedendo in modo analogo.

Come primo esempio consideriamo la lastra nella fig. 2 sotto-
posta, lungo'la retta r, a una qualsiasi distribuzione di coppie my

(quindi anche a una coppia concentrata), rap présenta con la serie
2 M„ sen anx.
n

Tagliata al solito la lastra lungo la retta r, Ie condizioni che
determinano Ie quattro costanti sono che, lungo r, si abbia per Ie
due parti 1 e 2 uguaglianza di abbassamenti, uguaglianza di rota-
zioni, uguaglianza di reazioni, e che, infine, la somma dei momenti
sia uguale ai momenti delle coppie applicate.
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Procedendo come nel caso già visto, si ricavano Ie espressioni
delle quattro costanti

Ma* 1
C„' = ~ - 2 ^ i ^ (2<PH coth 2*. cosh S„ — 8„ senh 8„) : senh 2?n

M„a> 1

Ma 1
C n " = — g ~ 2 ^ ^ (2<P« c o t h 2cP- c o s h **« ~~ 'in s e n h in) : senh 2<f>H

ikr ei* i
Dn"= ^ ~ 2 ^ g oosh vu : senh 2<pw.

Naturalmente per Ie due parti separate dalla retta r Ie espres-
sioni delle superficie elastiche sono ancora

wx = S (Cn' senh any HH Dn
fany cosh aMt/) sen ana?

(4) n
w2 = S (Cn" senh a„# -f- Dn"any cosh aMt/) sen aMx.

Si verifica immediatamente che Ie espressioni (3) delle costanti si
ottengono dalle relazioni (2) mediante devwazione (3).

Il valore di Mn varia col yariare del tipo di distribuzione. Ad
esempio, per distribuzione uniforme m0 di coppie o per una coppia
concentrata M

mr Am» iu 2M

Mn=—, JM n =—Beur» .

5, Quando la retta r coincide con uno dei lati, ossia i momenti
sono distribuiti lungo uno dei due lati esterni ad esempio quello
délia parte 2 parallelo alPasse x, si ha, essendo in taie caso va-
lida solo la superficie elastica wx ed essendo $n —0 perché è d = 0(4),

= fo1 = 2 ^ 5 ^ n2 senh 2<pn
 (2^« c o t h 2cp« Benh a ^ ^~ a»1J c o s h a ^ s e n a^

(3) Quesia propriété è di dimostrazione raolto semplice p&nsando la
coppia 1 come il risultato di due carichi uguali verticali, dï senso opposto,
con braccio A^ piccolissimo, d ' intensità 1/A>j. Se f(rj) è 1'espressione di una
delle due costanti présent! nella solufcione data, relativa a un carîco con-
centrato P = 1, per effetto della coppia, cioè delle due forze vicinissime d'in-
tensità 1/A>), l 'espreösione della stessa costante diventa l/ATjf^^ ~+- A>j) — /*(>))],
quindi, passando al limite, ff(yj). Tale risultato si trova in : A. ]N"ÂDAI,
Elastische Platten, eap. I I , par. 4fy Ber^n , .Springer, 1925.

(4) Pe r lo studio di las^re ooi U^ *id(iacenti incastrati è più utile,
anche se meno convergente;, la coi^spoè^ente soluzione in serie doppia,
«he si ottiene ancora facilmente dalla $jti/luzione in serie doppia della laetra
sottoposta ad un carico concentrato.

P e r distrlbuzione arbitraria dx copj^fe $ fófa sen lungo il lato y =^ 0
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6. Comjé secondo esempio/viene risolta la lastra della fig. 3, che
permette /ancora di trovare semplicemente e per via diyersa la so-
luzione relativa alla lastra appoggiata, eoggetta a lin carico con-

centrato P ; il caso che verra esami-
nato s ara inoltre di utile impiego
nello studio dei solai'a fungo, re)a-
tivi a ledifici che presentino una
fronte estesa (5).

Al solito, si seziona la lastra lungo
^ i p la retta r. Le due parti ottenute sono

T in taie caso simmetriche (quindi Ie
costanti di integrazione eono soltanto
due invece di quattro come nei casi
procedenti), inoltre il campo eom-
preso fra carico e carico si trova
nella stessa situazione statica dei
campi adiacenti.

Pertanto l'equazione della super-
ficie elastica relativa ad esso contiene i soli termini simmetrici,
ossia è
{5) rv = S (An cosh any -H Bnany senh afiy)sen anx (n = 1, 2, 3...).

n

Le due condizioni che determinano le due costanti An e J5n

sono che lungo r, cioè per y = 6/2, si abbia rotazione — nulla e

reazione uguale a meta carico sviluppato in serie di seni. Si ot-

b

b

Fig. 3.

tiene cosl (yn = , an = —-, cpn = -^—, c e, al solito, la distanza

del carico dal lato x = 0)

An = _ BB(1 + ?t t coth %),
2B senh

(l'origine è in'un angolo della lastra), la soluzione è

= -~^2 S
nnti

-—o- sen sen —~ .
n2\ a b

Si ha il vantöggio, rispetto alla corrispondente soluzione in serie sem-
plice, che la rotazione yx lungo i due lati parallel! dell'asse y è ancora
rappresentata da una serie di seni.

J^ota tale soluzione, per studiare ad esempio un solaio a fungo ca.
ricato uniformente, di lunghezza infinita nella direzione y, sostenuto da
una serie di pilastri, appoggiâto lungo i due latl paValleli alPasse y, basta
^g^ftgli*1*0 1'abbassamento provocato dal carico p (che è lo stesso che si
ha per una trave di luce a) alP innalzamento in A provocato dalla rea-
zione incognita P di ognuno dei pilastri. Determinato P si sovrappongono
poi gli effettL
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Sosti tuendo, si ha infine (6)

—i

2BKS
 n n 3 s enh <pn

 L

Come è stato detto, tale soluzione permet te di r i t rovare la so-
luzione (1) per v ia del tutto
diversa (7).

Se è data (v. fig. 4a) una
lastra di lunghezza infinita,
soggetta ai carichi i- P di-
stanti fra loro 2b, con Fori-
gine degli assi posta a di-

& s tanza e da P stesso (e non
a distanza 5, cioè a meta
della dis tanza fra carico e
e carico), la soluzione è an-
cora la (7) con d -+- y al posto

QQ J ][6 ^ il Ç ? <** y(d=b— e) e 2cpn al posto
di cpn : infatti basta ricordare
che, per la parte 1 della la-
stra, la nuova origine ha su-

1 ~"~ I I \ Oh,

Cl I ! i ° bito rispetto alla précédente
la traslazione positiva d.
Poi, se pensiamo di avere

Cl —*J] la stessa lastra sottoposta ai
carichi — P , sempre distan-
ziati di 2b, e con l'origine
distante d dall' origine so-
lita ; corne è indicato nella
fig. 46, la soluzione è an-
cora la (7), cambiata di se-

Fig. 46 gno, con d — $/ al posto di y
e 2cpn al posto cpn.

Le due situazioni sovrapposte realizzano evidentemente la situa-
zione della lastra appoggiata sottoposta a un carico P distante d ede
dai la t i : infatti, per ragioni di antisimmetria, lungo le rette s e i
gli abbassamenti e i momenti sono nulli .

(6j Puö interessare il confronto dell'abbassaraento sotto il carico nel
caso in esame (eon b = a) e nel caso della lastra di lunghezza ancora in-
finita, soggetta perö a un solo carico P (v. ad es. : S. TIMOSHENKO, op. cit.,
par. 34). Nel primo casô è /== 0,02320 PcPjB, nel secondo f = 0,01693 PaïiB,
con la ditferenza del 37°/o circa.

(7) È il cosï detto metodo délie immagim introdotto dal NADAI. Si veda
A. NADAT, « Z. angew. Math. Mech. », 1922, vol. 2, pag. 1. E nportato da

Fig. 4a
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Si ha pertanto

— E?L. E s e n Y«
W — 2B* n senh 2yn

\ [(1 H- 2^w coth 2cpw) cosh an(d + ^ ) - a«(d H- y) senh On((i H- 2/)J —

— [(1 -+- 2ç« coth 2®n) cosh a«(d — y) — an(d - #) senh an(d — «/)] j .

Si puö verificare molto semplicemente che, sviluppando Ie re»
lazioxii di addizioiie degli argomeuti, la soluzione (8) coincide cou
la prima delle (1); in modo anaiogo si ottiene la seconda.


