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Sulle famiglie di curve sghembe algebriche.

Conferenza di FEDERICO GrAETA (a2 Madrid) (%)

La fotalita delle varieth algebriche pure V;" di dimensione k ed
ordine » di S, si pud porre in corrispondenza birazionale senza ec-
cezioni coi punti di una varieth algebrica (generalmente spezzata ed
impura) appartenente ad uno spazio proiettivo (?). Questa proprieta
si esprime brevemente dicendo che la totalita delle V,* di S, co-
stituisce una varietd algebrica. Le componenti irriducibili di questa
varietd diconsi famiglie di V,*. Una famiglia di V,”* & dunque una
varietd irriducibile non ulteriormente ampliabile di V. In questa
conferenza mi propongo di dare umno sguardo d’insieme sulle ri-
cerche pili recenti intorno al problema della classificazione delle
famiglie di curve sghembe algebriche.

Nel caso delle curve piane (k=1, r = 2) il problema si esau-
risce subito, in quanto la totalith delle curve piane d’ordine m co-
stituisce un sistema lineare, cio? una varieth algebrica irriduecibile

() Conferenza tenuta nell’ Istituto matematico « Salvatore Pincherle »
dell’ Universitd di Bologna il 10 febbraio 1950.

{*) Lia possibilitd di stabilire una siffatta corrispondenza & stata am-
messa come evidente e non si accenna nemmeno al bisogno di dimostrarla
nei primi lavori sull’argomento di Harpuex [13], NogtaERr [18], VaLEN-
TNER [2%4] ed altri: i primi cenni di dimostrazione si trovano appena nel
classico trattato di geometria iperspaziale di BERTINT.

Nell’odierna critica dei fondamenti, svolta principalmente dai cultori
dell’algebra astratta e da F. SeveRri, viene posta in primo piano la neces-
sitd di dimostrare questa proprietd, a provare la quale si giunge attraverso
la cosiddetta forma associata (sugeordnete Form) o forma di CAYLEY [4]
introdotta sistematicamente da van der WaAErRDEN e CHOW [5].
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birazionalmente equivalente senza eccezioni ad uno spazio proiet-
tivo. Invece per le curve sghembe esso & straordinariamente com-
plesso e non & tuttora completamente risolto. La prima difficoltk
sorge dal fatto che non basta 1'ordine » per individuare una fa-
miglia di carve sghembe appena sia » >~ 1. In ogni caso una fa-
miglia di curve sghembe non & mai una varieta lineare.

Il primo valore di »# per cui si viene ad avere pilt di una fa-
miglia di curve irriducibili apparienenti all’S;, & quattro. Vi somno
infatti due famiglie di quartiche sghembe ben note, distinguibili
mediante un altro carattere proiettivo: il genere p, che pud assu-~
mere i valori zero od uno. Questo esempio potrebbe far credere
che siano sufficienti i caratteri », p per individuare una famiglia;
ipotesi che perd si manifesta inesatta appena si consideri ¥ escmpio
che, per primo, ha dato HavpmeN [13] (%) di due famiglie diverse
coi medesimi caratteri =, p, distinguibili mediante un nuovo ca-
rattere v (ordine minimo dei coni passanti per le corde uscenti da
un punto generico dello spazio) (%).

I caratteri #, p, v non bastano nemmeno ad individuare una
famiglia di curve sghembe. (V. nota (°)). Dopo parecchi tentativi
per trovare un numero finito di invarianti proiettivi atti ad indi-
viduare ogni famiglia di curve sghembe, HaLPHEN [13] formuld
I’ipotesi che il numero di tali caratteri crescesse indefinitamente
con Vordine. Lie mie ricerche hanno confermato pienamente questa
ipotesi per una classe molto ampia di curve sghembe, e quindi @
fortiori & confermata in generale [9].

I primi tentativi di classificazione sistematica si trovano in
quelle memorie con cui HArLpuwN [13] e NoeETHER [18] hanno ot-
tenuto il premio STRINER della Accademia di Berlino nel 1882 (3).

I1 metodo di NorrHER (detto delle intersezioni parziali) & fon-
dato sulla teoria delle serie lineari di gruppi di punti apparte-
nenti ad una ocurva algebrica. NoERTHER tentd di classificare le

(3) I numeri tra parentesi quadre richiamano Ia bibliografia posta alla fine.

(*) Trattasi di due famiglie di curve sghembe irriducibili del nono or-
dine e genere dieci per cui il carattere v assume i valori quattre o cinque.
I caratteri n, p, v bastano fino all’ordine 14. Per n =15, p =28, v =9 vi
sono due famiglie.

%) 11 metodo di HaLpHEN &-fondato sulla rappresentazione, (introdotta
da CavrLry) di una curva sghemba come intersezione parziale di un como
ed un monoide. Bsso permette. come dice HarLpHEN [13], di enunciare e
distinguere (almene teoricamente) le diverse famiglie di curve di un date
ordine. Manca invece una definizione generale delle curve di queste fa-
miglie, cio® manca una rappresentazione esplicita delle curve da studiare.
HarLpHEN ha ricondotio la questione ad un problema di contatti fra curve
piane.
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curve che appartengono a superficie di dato ordine ottenendo ri-
sultati molto notevoli diventati classici [18].

Un terzo tentativo di classificazione & dovuto a SEVERI ed ebbe
origine dal concorso che I’Accademia danese delle Scienze pose
nel 1901 per iniziativa dello ZrEUTHEN onde accertare se in ogni
famiglia di curve sghembe d’ordine » e genere p esistono curve
spezzate in un wn-latero i cui punti di connessione siano soltanto
nodi in numero di' » + p — 1, in guisa che il genere effettivo del-
I’ n-latero uguagli il gemere virtuale. T/na eventuale risposta af-
fermativa, che sembra molto presumibile, sarebbe di grande inte-
resse per la classificazione, giacché permetterebbe di assegnare un
rappresentante di ogni famiglia mediante uno schema esprimente
le incidenze fra i lati dell’n-latero. Lia questione rimase allora
senza risposta ().

Nel 1915 Severr [21], [22] diede una risposta affermativa per le
famiglie di curve d’ordine » di dimensione minima (uguale a 4n)
che egli chiamd regolari (). Sono regolari, ad esempio, le famiglie
di curve dette non speciali per cui la serie.delle sezioni piane resa
completa & non speciale.

Il metodo delle intersezioni parziali & stato ripreso recentemente
da me usando il concetto di residuale di una curva sghemba dovuto
a SEVERI. Prima di esporre queste ricerche voglio precisare il con-
cetto di resto di una curva C rispetto a due superficie, che ho intro-
dotto recentemente mnell’ambito dell’algebra astratta. Consideriamo
come assegnata una curva sghemba solo quando si conosce 1’ideale
omogeneo [25] (puro, ad una dimensione) di forme nelle coordinate
omogenee x,, x,, &,, L; dei suoi punti; dird che due curve C,, C,
sono complementari rispetto alle superficie f, =0, f,=0 (prive di
parti comuni) quando fra gli ideali (puri, a una dimensione) ¢,, ¢,
appartenenti a C,, C, e quello {f}, f,) generato da fi, f, intercedono
le seguenti relazioni

¢y == (f{.’ fa) ce a=(h, f)ic. [9]1 C)

Questa definizione, in apparenza astratta, & 1’espressione della
seguente proprietd intuitiva: Se C, e C, esauriscono 1’intersezione
completa delle superficie f, =0, f, =0, condizione necessaria e suf-
ficiente affinche una superficie f = 0 passi per C, & che ogni super-
ficie spezzata in f=: 0 pilt un’ulteriore superficie passanie per C,

(6) Nel 1907 BrinL diede una risposta affermativa per tutte le curve
sghembe di genere =2,

(") Lia dimensione di una famiglia di curve sghembe d’ordine n & = 4n
Il minimo & raggiunto soitanto per le curve a moduli generali.

(®) Per il concetto di ideale quoziente di due ideali dati ved. [25].
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passi per la curva composta C, + C,. Questa condizione si verifica
certamente quando le curve C, e C, sono irriducibili e prive di
punti multipli e costituiscono 1’intersezione completa (e general-
mente semplice) di f,=0 e f,=10 (°.

Cid premesso, dicesi che una curva & di residuale zero quando
il suo ideale omogeneo possiede una base costituita da due forme..
In particolare saranno di residuale zero le curve irriducibili e prive
di punti multipli, intersezioni semplici complete di due superficie
in virth del ben mnoto teorema Af+ By di NORTHER.

) Supponendo di aver introdotto le curve di residuale 0, 1,..., 0 —1,.
dicesi che una qualsiasi curva sghemba algebrica & di residuale ¢
quando il residuale minimo dei suoi resti & p — 1 (19).

Condizione necessaria e sufficiente affinché una curva sghemba
sia di residunale finito & che le superficie di ogni ordine dato I
passanti per C seghino sopra un piano generico o il sistema com-
pleto delle curve d’ordine I di « col gruppo di punti base (C, «) (*).
Se C @ irriducibile e priva di punti multipli questa proprieta &
equivalente .alla completezza delle serie lineari staccate su C dalle
superficie di tutti gli ordini (*%).

(?) Per una precisazione del concetto d’intersezione completa e general-
mente semplice di forme di un S, ved. la letteratura citata da SgvERTin [23].

(19 Un cono F' ed un monoide M d’ordine g di una rappresentazione
della curva C% hanno fuori di C (g — 1) rette che esauriscono 1'interse-
zione di F col cono tangente ad M mnel suo vertice. Sembrerebbe a prima
vista che tutte le curve fossero di residuale uno. Per evitare questo grave
inconveniente SEVERI introdusse il concetto di residuale unicamente per
le curve irriducibili e prive di punti multipli [8]. Ho fatto vedere in [9]
come il concetto di resto, di cui sopra, (introdotto appunto per questo scopo)
non da luogo a guesti dubbi e permette di estendere la definizione di re.
siduale a curve spezzate e con singolaritd arbitrarie.

(*') Le varietd V,; di S, che godono di analoga proprieta sono state stu.
diate da DuUsBrREIL [6] col nome di varietd de premiére espéce. Sono di
prima specie le V; di una catena Vd(f'), /A , V' di varietd (dove ogni
Vi =0,1,..p¢-1) & resto della precente rispetto ad » — d forme);
che finisce in una intersezione completa V3 di » — d forme. Forse le
prime ricerche su queste varieta appartenenti ad una catena si debbono
a LEcAuT [15]. Recentemente lo studio di queste varietd & stato ripreso
in Francia da APpERY [1], [2] ed in Italia, mediante 1’applicazione siste-
matica del concetto di residuale per la classificazione delle famiglie di
curve sghembe (o di V,—, in S,), da Garra [8], |9], [10], [11], [12].

(*?) Per la dimostrazione di questa proprietd, propostami dal prof. Se-
VERI, cfr. [11]. La completezza dei sistemi lineari staccati dalle forme di
tutti gli ordini sopra una V,; di S, & caratteristica delle varietd aritmeti-
camente normali nel senso di ZARiSKI [27] come ha dimostrato MunLy [17].
I1 concetto di varietah di prima specie nel senso di DUBREIL da I esten-
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L’ideale omogeneo appartenente ad una curva sghemba di ve-
siduale o & definito dai minori d’ordine massimo (supposti primi
fra loro) estratti da wuna matrice omogenea Cui1,p+, = (Cij);
i=1, 2, .o+ 1;j=1, 2, ... 0+2 (' di rango massimo, con g+ 1
‘righe egp + 2 colonne, priva di costanti non nulle. Questa matrice
si pud sempre supporre normalizzata in guisa che gli ordini p ;,
. u; degli elementi della prima riga e colonna soddisfacciano le disu-
guaglianze :

0 <prpug, s Sppr <o <5 Vg S5 tg S S Ppbg e

Diremo che una matrice omogenea normalizzata @y, .+, appar-
Pratrag oo Papt-g
Pantkgy ooe oty
gli ordini della prima riga e colonna. Una famiglia F di matrici
omogenee ¢ definita da una (2 -+ 2)-pla non ordinata di interi
positivi arbitrari.

Ogni famiglia F' di matrici omogenee normalizzate individua una
famiglia di curve di residuale p e reciprocamente [9]; da cid segue
che ésistono famiglie di curve di residuale p (per ogni p=0, 1,...). La
base dell’ideale ¢ appartenente ad una curva di residuale g & co-
stituita da p + 2 forme. Il resto di una curva di residuale ¢
rispetto a due superficie fy, =0, f,=0 & di residualep — 1,0, p-+1
secondo che ambeduye le forme f|, f, appartengano ad una base
di ¢, o ne appartenga una sola o2nessuna [8]. L’ordine minimo di
-+
9
una famiglia di curve di residuale p dipende da 2p -+ 2 inferi ar-
bitrari resta confermata I ipotesi dié HaLpaEN, giacche 20 + 2 cresce

p-+2
2 )

tiene alla famiglia F:( ), quando le w,;, v, souno

una curva di residuale p & (P ) [8]. Siccome abbiamo visto che

indefinitamente con p e (
(2044
Hsiste un numero finito (:( P;_ )) di famiglie vegolari de

sione naturale di quello di varietd aritmeticamente normale per le varieta
spezzate e con singolaritdh arbitrarie [7].

(**) Chiamasi matrice omogenea una matrice di forme nelle coordinate
omogenee &, &y, .., &£, di S, tale che i suoi minori di qualsiasi ordine
siano forme. Condizione caratteristica affinché una matrice di forme sia
omogenea & che gli ordini p;; di tuttiisuoi elementi si possano esprimere
mediante quelli 11,y , pj; della prima riga e colonna medjante formule del tipo:

Bij == Pgy = Pij — Py

L’ osservazione che le V,—, di S, (r=2) di residuale finito sono rap-
presentabili con una matrice siffatta & dovuta a APERY [2] nel caso che
esso siano irriducibili. In generale si giunge ad analoga conclusione ser-
vendosi del concetto di resto citato.
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curve di¢ residuale p, caratterizzate dal fatto che i relativi 2p + 2
invarianti siano tutti minori od uguali a tre. Tutte le altre fa-
miglie di curve di residuale p sono sovrabbondanti e quindi a mwo-
duli particolari. ’

Se (Y,, Ys s Yp+2) © una base dell’ideale ¢ appartenente alla
curva C di residuale p, le righe della matrice associata danno luogo
a relazioni ‘del tipo:

€Yy Cip Yo + o + CipgsYpae =10 1=1,2,.., 0+1 ).
che esprimono che ogni riga della anzidetta matrice & una sizigia
dell’ideale ¢. Anzi, tali righe costituiscono una base per 1 intero
modulo di sizigie. Bssendo p -+ 1 il rango della matrice non vi sono
altri moduli di sizigie (*%).

() Un vettore (ay, a3,..., ay) di forme di ordini p,, p,,.., p; dicesi
sizigia dell’ideale (v, Ya,..,7) (v; forme di ordini #;), quando #; + p;= cost
e si verifica a,y, + ...+ a,y;=0. Analogamente si definiscono le sizigie
di un modulo di vettori di forme [12]. Tutte le sizigie di un ideale omo-
geneo costituiscono un modulo, che a sua volta possiede, in generale, un
altro modulo di sizigie... ecc. Lie sizigie sono state introdotte da HiLBERT [14]
per calcolare la cosidetta funeione caratieristica dell’ideale che esprime
il numero di condizioni lineari che impone Pideale alle forme di dato or-
dine (ossia la postulazione della varietd algebrica.da esso rappresentata
per le forme da quell’ordine). 11 numero di moduli di sizigie di un ideale
-omogeneo & finito << +-1 [14]. Recentemente GROBNER ha semplificato
notevolmente i penosi caleoli a cui conduceva il metodo di HILBERT ap-
plicando la teoria alla geometria algebrica [12]. Egli ha dimostrato che il
numero di moduli di sizigie dell’ideale appartenente ad una V,'@ pura di S,
non & inferiore ad » — d. Il minimo & raggiunto [12] soltanto quanto la
varietd (o Videale) & perfetta nel senso di Macauray [16]. Gli ideali per-
“fetti coincidono con quelli di prima specie di DuBreIL per d = 1. Nel caso
d =19 —2 le varietd perfette hanno due moduli di sizigie. Se p +2 & il
numero base dell’ideale il numero di sizigie indipendenti del secondo
modulo & p+4 1. GrOBNER deduce in questa maniera che le varietd per-
feite V,—, di S, si rappresentano con una mafrice omogenea senza Sup-
porre che la V,_; sia di residuale finito. B particolarmente interessante il
caso =2, in quanto che ogni gruppo di punti del piano & di residuale
finito come ho dimostrato con tutta generalitd in [9]. Questa proprietd era
stata intuita e dimostrata faticosamente con qualche restrizione da Lik-
GAauT [15].

(15) Cioe, I’ideale appartenente alla curva C & perfetto. Questa proprieta
mi ha permesso di caleolare la postulazione di C in funzione dei 25+ 2
invarianti p,;, pj, per le superficie di tutti gli ordini ed in particolare de-
termivare il minimo ordine delle superficie per le quali la postulazione
assume il suo valore regolare X; =IN — p + 1. L’ordine =, il genere p ecc.
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Una curva della famiglia F la cui matrice assuma la forma
-diagonale :

A, B 0O0..... 0o o0

0 4, B, 0 0 0

0 0 00 <Ay, Byyy
N . o+ 2 . .
& spezzata in ( 9 curve di residuale zero A;,—= 0, B, =0
(=12 ..,0+1;i=1, 2 ..., 4) [9] La carva C di residuale ¢ sarh
d’ordine minimo (: (P _'2—2)) quando tutte queste curve siano rette.

Se le 2 + 2 forme 4, = 0, B; = 0 si spezzano in prodotti di forme
lineari la curva C diventa un n-latero di SEvERI [16]. Ne deriva che
i ogni famiglia di curve di residuale ¢ esistono n-lateri di SEVERI.
Questa proprieta costituisce una mnotevole estensione dei risultati
20+ 4
2
curve di residuale p) le curve di queste famiglie sono a moduli

particolari [9].

Per finire i sia permesso di esprimere pubblicamente un senso
di doverosa gratitudine. al mio grande maestro prof. SEVERI che
mi & stato guida sicura nella ricerca di quei miei risultati che ora
ho esposto.

di SEVERI in quanto che (escluse le ( ) famiglie regolari di
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