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Funzione génératrice dei prodotti di polinomi di Laguerre
con gli ultrasferici.

Nota di LETTERIO TOSCANO (a Messina).

Siinto. • Si stabilisée una funzione génératrice dei prodotti di polinomi di
IJÂCUJERRE (jeneralizzaii con gli ultrasferici.

1. XJO scopo di questa nota è di stabilire una funzione généra-
trice — nel senso più ampio della parola — dei prodotti di poli"
nomi di LJAGTJERRE generalizzati

LnW(x = — p—'- i-F^ - n; % -+-1; x)

con gli ultrasferici
s ••+- 1 x - t -

Il risultato è degno di nota, in quanto — corne si vedrà — tale
génératrice ha tra i suoi fattori la funzione esponenziale e quella
di BESSEN di prima specie. E poichè questa ultima interviene pure
nelle generatrici dei soli polinomi di LAGTXERRE O ultrasferici, o
dei prodotti di due polinomi di LAGKJERRE, si prova sempre più
quanto essa funzione sia legata a questi polinomi.

(3) TOLTERRA: "Leçons sur les équations intégrales„ Paris, G-aiithier
Tillars 1913, eap. IY, pag. 139.
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La ricerca della nostra génératrice costituisce,nello stesso tempo,
una applicazione della relazione integrale

ƒ
e-

0

kX

ƒ
0

sulle funzioni di BESSEL, di prima specie. E si f ara pure qui
qualche altra applicazione.

La précédente relazione, del tipo delle trasformate di LAPLACE,

trovasi in un lavoro di Y AN DER POL e NIESSEN (X); ma non tro-
vasi riportata in recenti formulari di calcolo simbolico (*).

2. Consideriamo lo sviluppo (oc > — ^
00 unL

f i
Si ha

= ƒ e-^ewJ r

o
II primo integrale (di HAKKEL) è uguale a

a
r(2« -+- n •+-1) t* f n 1 n — U

il yalore del secondo è già noto: allora

Ma ,3)
V n 1 n ^ — M

1 1

(') B. YAN DER POL e K. I\ ]S"IESSBN, Symbolic Calculus, « The London, Edin-
rg, and Dublin Philosophical Magazine », s. 7, v. XIII, 1982, pp. 537-577.
(2) IS". "W. Mc L A C H L A N et P , H U M B E R T , Formulaire pour le calcul symbo*

Uque, «Mémorial des Sciences Mathémat iques », fase. C, Par i s , 1941; A. GTHIZ-
ZÏÏTTIJ Calcolo simbolico, Bologna, 1943; G. DOETSCEI, Tabellen sur Laplace-
transformation, Ber l in , 1947.

(3) E. GOURSAT, Sur l'équation différentielle linéaire qui admet pour
intégrale la série hypergéomstrique, « Annales scientifiques de l'École nor-
male supérieure ». s. 2, supplément au t. X, 1881, pp. 3-142.
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quindi

- 1)* -f- 4£

E posto

4 D - -

si conclude ( | y \ < 1, | 0 | < 1)

3. Questo sviluppo generale si riduce, in casi particolari, ad
altri noti. Per y = — 1 si ha

e quindi ( | 0 | < 1)

o

Per y = ~, &==&*, v — 0, poichè

^ = _ A £

segue

v 1 — 2 ^ w ° \i —
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e piii semplicemente (4), con 2yz ~ fo, ( | h | < 1), 'e 1' introduzion^
della funzione di BESSEL ad argomento immaginario^

| » h" (2a + 1, n

Per x = 0 si ha

e quindi ( | 0 | < 1)

Per x ^E - j ï i svs , v —» 0, poichè

con — xz = ~h si ha ( 12/1 < 1)

4. Per a = g, poichè (t/ = cos 7)

M 1 J; sen y '
segue ( I 2 I < 1)

~ sen (n -f- 1W , 1 ^ ' g - c o s ï> ^ s e n Y

0
 n n -+- 1 " w aas? ie?2 — 20 cos y -+- 1

5. 3JO sYÜuppo generale di questa nota si puö anche ottenerer

con procedimento analogo, prendendo Ie mosse dal secondo parti-
colare sui polinomi ultrasferici (§ 3). Altri svihippi si possono ot-
tenere a partire da

(4) IJ. TOSCANOJ Sviluppi in serie della funzione ipergeometrica di Kum~
mer, c Eend. Accademia ^N"azionale dei Lincei-classe di scienze fis. mat.r

e nat. », s. VIII, v. VI, fase. 5, 1949, pp. 590-597.
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Dal primo si ha

o" n!r(a-«- w -+-1)/
0

W ) du =

= e-Xu

o
«da oui, cou 4£ = — l2h (\h\ < 1)

Per X — g questo sviluppo troyasi, con diverso procedimento e

-qualche errore di stampa, in un lavoro di FEDDHEIM (5).
Dallo sviluppo di definizione di Jaa(2VMrc) si lia

00
oo ( _ i)nxa+n Ç

f" ^iV-*-ni-l)i r-touWW t) Au =
00

=ƒ•
0

successivamente

' - x\*l ( n 1 n . . - 4̂

= r ( a + l ) — -

Posto X = 1, — M = I —^^) ̂  »! — — 2s g Î osservato che (6)

« + i; T; a,) = (1 + \x)-**F[2*, f-\; 2Y - 1 ; - ^

-e che

^(a, f; T ; X) = (1 - ^ ) - 3 ^ r - *, Pï YJ
si deduce

oo «n
M X \ - n, « + g ; 2* + 1 ; » j = 22ar(a 4- l ) (^)-« e « I a

(5) B. FELDHEIM, JSWÏ prodotto dei polinomi di Laguerre, « Acta Ponti
ficia Academia Scientiarura », anno VI, v. VI, 1942, pp. 359-370

<•) Cfr. (3).
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E questo sviiuppo, con i polinomi di JAOOBI

(- n, n + a + p + 1 ; a + 1; i-Z-

•si pu?) scrivere

Analoghe cousiderazioni, fatte nella trattazioue generale, cou-

-duecmo ad uua génératrice dei prodotti Llp^){x)PS y'~J~n 2'(


