BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

GIUSEPPE LAUREANA

Eliminante nodale

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 5
(1950), n.2, p. 133-139.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1950_3_5_2_133_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1950_3_5_2_133_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1950.



Eliminante nodale.

Nota di GrusepPE LAUREANA (a Catanzaro).

WVunto. Siano date m + 1 forme in pin sistemi di variabili omogenee ¢ in r
sistemi di parametri emogenei nel caso particolare che ¢ gradi delle date
forme negli v sistemi di parametri non variino al variare della forma.
Eliminando © parametri, si ottiene I’ eliminante nodale, ¢ cui caratters
81 determinane in questa Nota.

CorRADO SEGEE ha per il primo infrodotto la varietd definita
«dall’ annullare tutti i minori di dato ordine di una data matrice
i forme in un solo sistema di variabili omogenee (Cfr. Gli ordini
«delle varietd che annullano i determinanti dei diversi gradi estratti
da wuna data matrice, « Rend. Acc. Lincei », 12, 1903). Il SEGrRE
apre nuove vedute nell’eliminazione algebrica; si pud considerare
«con CAYLEY eome il precursore della teoria degli eliminanti.

Alla Scuola di CAYLEY appartengono le classiche Lecons d’4l-
qdbre supérieure di G. SALMON, nelle quali si tiene in parte conto

(®) Cfr. J. THOMAE, loc. cit., p. 698.

{*) Cfr. A. DmnJOY, loc. cit.,, p. 178.

(®) Cfr. G. PrASAD, On the differentiability of the integral function,
-« Journal fiir Math. », Bd. 160, pp. 100-110, (1929), p. 101. In questo lavoro
sl trova uno studio eompleto, importante specialmente per le applicazioni
alle serie di FOURIER, della derivabilitd di F nell’ipotesi di una f(f) della
dorma X(f) cos ¢(¢). Altri eriteri, sempre per f di forme particolari, si tro-
vano nella Nota dello stesso A.: On the differentiability of a certain type
of integral function. « Bull. Caleutta Math. Soc. », v. 18, pp. 77-86, (1927).
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dell’ importante Memoria di S. RoBERus, Sur Vordre des conditionss
de la coexistence des équations algébriques & plusieurs variables,.
« Journ. fiir Math. », 67, 1867. ’

Come osserva il SEGRE, nelle sue classiche lezioni di Geometria
superiore, la Memoria di ROBERTS passa inosservata, avendo vark
Autori ripresa la teoria delle varietad rappresentate per mezzo di
una matrice nulla di forme, senza citare il RoBERTS. '

KRrONECKER (}), MorLx (*), KoN1e () si occupano della effettiva
eliminazione di parametri e di variabili tra pii equazioni alge-
briche : ricerca di carattere teorico che presenta talora difficolti
insormontabili in casi pratici.

Come interpretazioni geometriche delle forme in piu sistemi di
variabili omogenee si possono considerare le corrispondenze du
plo-proiettive del CREMONA, le reciprocita di SEGRE tra spazi di
diversa dimensione e le plurilinearita del DE Paowuis (*). I1 CLEBSCH
introduce le forme in pilt sistemi di variabili per mezzo dell’ope-
razione di polare, ma si ha 1’ente particolare connesso puniuale lre
spazi della stessa dimensione.

In questa Nota si considerano conness:i puniuali tra ¢ spazi di
diversa dimensione e s’introduceno nel connesso uno o piu sistemt
di parametri omogenei, pervenendo all’ente biconnesso, ossia con:
nesso tra spazi puntuali e spazi parametriei.

Eliminando i parametri si ottiene 1’ente eliminante, i cui ca~
ratteri dipendono dalla trasformazione, secondo il metode del Gi1aM-
BELLI (%), di prodotti di combinazioni lineari di condizieni sem-
plici imposte a gruppi di punti d”un biconnesso. ‘

In questa Nota si tratta 1’ eliminante nodale definito dall elimi~

~ (t) Grundziige einer arithmetischen Theorie..., (« Jour. fiir Math. », 92,
1881). ’

() Sur une notion qui comprend celle de la divisibilité, (« Acta Mathem »..
6, 1885).

(3) Hinleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Grissem,.
(Lieipzig, 1903).

(*) Fondamenti per una teeria ancor piu generale delle plurilineacita
trovansi nelle Lezioni di F. SwuvEeRI, Serie, sistemi d’equivalenza e corri-
spondenze algebriche melle varieta algebriche. (Roma, Cremonese, 1942),
pag. 163. .

(®) Dalle « Liezioni di Geometria Superiore dell’ Universitda di Messina »
e dalle seguenti Note della « Acc. Peloritana di Messina »: Estensione del
concetto di corrispondenza algebrica come operazione geomebrica negli iper-
spazi, .1930. Estensione del concetto di risultante, 1931. Sistemi sommabili,.
di equazioni algebriche, 1935. Una identite nella teoria dei moduli di forme.
algebriche, 1935.
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nazione dei parametri appartenenti a sistemi di equazioni, ottenute
dall’annuliare forme contenenti piu sistemi di variabili omogenee
e piu sistemi di parametri omogenei, nel caso particolare delle
forme tutte con gli stessi gradi nei sistemi di parametri.

§ 1. Connessi puntuali tra piu spazi. - Il connesso puntuale
tra piu spazi & I’ente geometrico interpretazione dell’annullamento
di forme in piu sistemi di variabili omogenee.

Sia f una forma

di grado ¢, nelle variabili z,5, ®,;, ..., X4,

> » q > » Lios Lypy ooy Xoger«

L’equazione f=—=0 definisce un connesso puntuale K(d,; 0), tra
i punti P,,.., P, appartenenti ai rispettivi spazi [d,], ..., [d,] di
caretteri g, . ..., q,. Il connesso si dice di_specie ¢; & un sistema co?—!
di gruppi g, di ¢ punti P,,.., P, con d=d, +d, + ..+ d,; d &
Iindice d’immersione del connesso.

Se & nulla qualcuna delle g,, ..., g, il connesso si dice degenere;
se sono nulle tutte le g,,..., g, eccetto quella d’indice j, il con-
nesso si dice elementare d’indice j; I’indice pud essere 1, 2,..., &.

L/ intersezione di pili connessi puntuali, se non & composta di
parti di diversa dimensione, si dice Clebschiano puntuale. II Cleb-
schiano si dice di dimensione p, se & formato da oof gruppi g, dit
punti P,,.., P, appartenenti ai rispettivi spazi [d,], ..., [d.]-

La varieth di dimensione p & stata chiamata dal GraAMBELLI
varieta-base, se & completa intersezione di d — ¢ ipersuperficie,
essendo [d] lo spazio fondamentale. In modo analogo si definisce
Clebschiano-base un Clebschiano puntuale di dimensione p, completa
intersezione di d — p connessi puntuali tra piu spazi.

§ 2. Forme in piu sistemi di variabili omogenee e in uno
o piu sistemi di parametri omogenei. Biconnessi. - La forma f,
il cui annullamento definisce un connesso puntuale K({d,; O),, sia
pure forma in un sistema di parametri omogenei o in pil sistemi
di parametri omogenei.

Nel 1° caso si denotino con }j,..., A, i parametri omogenei del
sistema; con ¢(s; 1) la forma di grado s melle Ay,.., A,.

Nel 2° caso si abbiano r sistemi

Aios Agr wees LY k=1, 2,.., r)
di parametri; si denoti con ofs,,..., s,; A) la forma di grado s,
nelle

Aoy A A

kO Tkl ety Dgng e
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Queste forme ofs; X), ofs,, ..., 8,; 2) sono pure forme nelle
DLygy Lypy ey Ly (1=1, 2,..., %.

Posto nel 1° caso 3 =n, nel 2° caso 8 =n», + ... + 7, si chiami 3
indice di estensione dei parametri.
Sia ¥ una forma

nel 1° caso nei soli parametri X, ,.., },,

nel 2° caso sia mei parametri A, .. A, e,

sia nei parametri A,q,..s A, .

I’ equazione ¥ =— 0 definisce nel 1° caso una ipersuperficie pa-
rametrica, con [#] spazio parametrico nel 2° un connesso parame-
trico A(n,; 0), tra i punti L,, ..., L, dei rispettivi spazi [n,], ..., [n,],

I/ equazione

#sys s 8,5 ) =0

definisce invece un connesso, da chiamarsi biconmesso tra i punti
Ly,.., L,, Py,.., P,.

§ 3. Eliminante nodale. - Sia

0u(Syy ey 803 A) (u=20,1,..., m; m=>3
una forma di grado

q., nelle variabili x,9,..., %4,

.

Qut » » Loy oeey Leges

$; nei parametri Ao Mas e )‘ku] k=1, 2,.., 7).

Sia 8 I’indice di estensione dei parametri, per cui il sistema T

di tutti i parametri

Aoy A A k=1, 2,.., 7

kO ALYty Thmy,

& oof in senso essenziale. Sia T3 la totalith dei parametri, per cui
Y intersezione dei connessi

90815 ey 8,3 A) =0,y 0,(81,.00, 8,3 A)=0
¢ un Clebschiano-base di dimensione
dy+dy + ...+ d, —3;
sia T3"” la totalith residua Ty — Ty, ossia la totalith dei parametri

)\Icu’ )‘Al' R )\"”h (k: 1, 2, ey 1‘)

per cui la detta intersezione di connessi non & un Clebschiano-
base di dimensione
d,+dy + oo+ d, — 3.
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Per ipotesi la totalith T's’ sia una parte di Ts, ossia Ts & in
senso essenziale una totalith oo® di parametri, mentre Ts5” & ocd’
con & < 3.

Si denoti con E,, 3 I’eliminante dedotto dall’eliminazione dei

parametri

A )\kl’ ey )\knh (k - 1, 2, ey 7')

k0>
dal sistema di equazioni

G (Syy ey 83 ) =0 (=0, 1, ..., m)

nell’ipotesi dei parametri appartenenti alla totalitd Ty'.

Seguendo il GIaMBELLI si chiama E,, ¢ eliminan’e nodale.

Si denoti con O(r; {) I’ente formato dagli » punti L,,..., L, del
connesso parametrico A(n,; O), e dai ¢ punti P,,..., P, del con.
nesso puntuale K(d,; 0),, per cui la somma A(n;; 0), + K(d;; 0),
denota il biconesso d’immersione dell’ente ®(r; #).

Si chiamino

wik=1, 2,..., ) la condizione semplice imposta a O(r; ¥) di
avere il punto L, giacente in un dato iperpiano di [n,],
olj =1, 2,..., ) la condizione semplice imposta a O(r; {) di
avere il punto P; giacente in un dato iperpiano di [d;].
All equazione
9u(S1y 5, 83 A)=0 (=20, 1,.., m)

corrisponde la combinazione lineare di condizioni
Sylty e Sy, QT b e o G0y

I caratteri dell’eliminante nodale E,, s dipendono dal prodotto

n=m
Ho(s,pL, A 8, G0y e Q0.
nu= °

Si imponga all’ente ©(r; f) di avere

il punto P, appartenente ad un dato spazio [a,]

» » -Pt » » » » » [at] s

con
a, 4+ .+, =m—238 -+ 1.
Sia vy, v,, ..., Um—s una combinazione semplice di classe m — 8 +1
degli interi 0, 1,..., m; con

Glay, .., ;5 Vo, Uy, Vmd)
si denoti il coefficiente di 5,%:6,%. nel prodotto
U—=Vm—s

IT (8314 + oo + S0, Qo 0y + o 4 Q5
U="1v,
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Il coefficiente di

w e O L 0%
nel prodotto
wu=n

Ho(slya, e = 8 1Oy e = (,0))
U=

con la restrizione che s,, ..., o, appartengano alla combinazione li-
neare di condizioni

Sy A e = S b Q00 e+ Q0

(= vy, v,..., Vm 3)
¢ dato dal prodotto di

8" 8,
n,!..n.!

per il coefficiente

G{@,,y oy Uy Vyy Vyy ey Vm—s)-

Si osservi: detto u,,.., 3 cid che diventa la permutazione

0, 1,,.., m, quando si tolgano gli interi v,, v,,..., Ym—s, il coeffi-

ciente di p,* ..., mel prodotto delle combinazioni lineari di con-
dizioni

N

Stk A wee = Sy g0y e + @0, (W=, ..., US)

€ il prodotto di s,”:...s,”r per il coefficiente polinomiale

3!
nl..n,!

Detto L{a;) (j =1, 2, ..., 1) il sistema di d; — a; equazioni lineari
nelle sole %y, ..., Ty, si chiami L(a,, ... a,) il sistema somma L(a,) -+
+ ... + L{a,), ossia il sistema delle d, + ... + d, — a@; — ... — a, equa-
zioni lineari appartenenti ai sistemi addendi L(a,), .., L(a). E le-
cita Vipotesi di poter scegliere le equazions di L(a,, .., a) in modo
che eliminando i parametri

Mios Mgy ey )‘knk k=1, 2,.., 1)

si abbia un numero finito, da indicarsi con K(a,, ..., ¢,), di solu-
zioni melle
Zio Tjus =+ s Ligj (=12, ., 1)

K(a,,.., a) sono i caratteri dell’eliminante Em,s.

Si conclude:

« Il carattere K(a,, ..., a,) dell’ eliminante nodale E,. s & dato dal
prodotto del coefficiente polinomiale
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per s, .8 e per la somma
Bgunt,—8G (W ooy Gy Vg, Vyy ey Vm—s),

won la sommatoria estesa a tutte le combinazioni v,, v,,.., Vw—s
semplici di classe m — 8 + 1 degli interi 0, 1,..., m ».



