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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Alcune osservazioni sulle eurve caratteristiche
del Ie trasformazioni cremoniaue.

di MARIO VILLA e G-ÜTDO YAONA (a Bologna).

Si f anno alcune osservastom relative al comportamento delle curve
cctratteristiche delle trasformasioni cremoniane nspetto alla curva Ja-
cobtana.

1. In una trasformazione puntuale fra due piani ha particolare
interesse il sistema delle curve caratteristiche e la relativa curva
discriminante (n. 2).

Se la trasformazione fra i due piani è cremoniana Ie component!
semplici della Jacobiana (in ciascuno dei piani) fanno parte della
curva discriminante e sono integrali singolari (eventualmente im-
propri) delU equazione differenziale delle curve caratteristiche (n. 3).

Un teorema an^logo a quello del n. 3, relativo alle compo-
nenti semplici della Jacobiana, vale per una certa classe di com-
ponenti multiple (n. 4). G-li esempi del n. 5 provano l'esistenssa
effettiva dei casi precedentemente prospettati. Essi si riferiseono
ad alcune tras formazioni cubiche per Ie quali vengono effettiva-
menèe determinate Ie curve caratteristiehe.

Nel n. 6 si fanno alcune osservazioni e nel n. 7 si considerano
certe trasformazioni puntuali per Ie quali V equazione delle curve
caratteristiche coincide con quella delle curve asintotiche di una
-superficie.- Nello stesso n. 7 si considéra una trasformazione cu-
%ica Ie cui curve caratteristiche non sono algebriche.
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2. Sia data fra due piani complessi TZ(X, y) e K(OC, y) una tra-
sformazione puntuale Tnon dégénère, rappresentata dalle equazioni

x = f{xt y)
y — <p(as, y),

dove f e cp sono funzioni olomorfe di x, y a Jacobiano non identi-
eamente nullo nel campo di definizione.

Le tre rette caratteristiche di T uscenti da tin punto P gene-
rico di 7r (o n) inviluppano tin sist erna triplo oo1 di curve, Ie curve
caratteristiche di T in * (O ir) ('). L'equazione differenziale di qneste-
curve è

df , df d cp , 8<p

(1) F(x,y,y')= , d ' f

II discriminante della (1), pensate come e-qtiazione algebrica in y',
uguagliato a zero, rappresenta una curva y (aerra discriminante}'
ehe è il luogo dei punti del piano per cui due almeno délie tre
rette caratteristiche coincidono. Per il teorema di DARBOTJX-

CAYLEY (*), in generale, y è il luogo délie cuspidi délie eurye ca-
ratteristiche.

In casi particolari la curva y puö possedere component! che»
non sono luogo di cuspidi per le curve integrali. Queste compo-
nentij corn'è noto, possono essere di varia natura. Puö fare parte
di y una curva che è luogo di contatti, taie che da ogni suo punto-
escono due curve integrali tangenti ad una stessa retta diversa
dalla tangente alla curva stessa. Inoltre y puö possedere compo-
nenti che sono integrali singolari dell' equazione differenziale (in-

(*) lie curve caratteiistiehe di una trasfoimazione punluale fia due-
piani sono già state considerate da Bonite CÀ. Sur les corfesponâances ana-
lytiques entte deux plans projecUfs, * Pu?bl. de la Fac. de Se. d« Masaiyk»,
nn. 72 e 85, (1926-27). Per le cuive caratteristiche délie trasfermafcicm cre-
moïù.îane si veda: M. VILL>3 Comtmicazione al I I Congresso délia Società
Matefnatica Austriaca (Innsbruck, settembre 1949) e Ccmunicazione al
Convegno di Perrara (2 maggio 1950). Si veda anche E. BOMPIANI, Tessuti
di curve piane e corrispondense fra piani, * Rend, dell'Ace. dei Lincei »,
ser. VIII, vol. "VI, pp. 7-12 (1949); M. VILLA e G. VAONA, Varietà quasi-
asintohehe a più indict e curve carattensttche d% una trasfoimaztone pun*-
tuale, « Rend. delFAcc. dei Lincei », ser. VÏII, vol. VIII, pp. 470-476 (19£0).

(2) Si veda ad esempio: fi. PÏCAKD, Tiarté d'Analyse, ï . IIL 3a ed P

p. 48, Paris (1928).
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viluppo di curve integrali). Possono pure esistere componenti di y,
che chiameremo integrali smgolari impropri, che soddisfano alla
definizione di integrale singolare (a) senza essere inviluppate dal
sistema delle curve integrali (4).

3. Se la trasformazione f ra i due piani è cremoniana si ha:
Le componenti semplici della Jacobiana di una trmforma&ione ere*

moniana f anno parte della curva discriminante e sono integrali sin-
golari (eventualmente impropri) delV equazione différenciai e delle
curve caratteristiche.

In ogni punto P(x0) y^) semplice della Jacobiana di una trasfor-
mazione puntuale Ie tre roette che, per cosï dire, prendono il posto delle
rette c-anttteristiche, ossia Ie tre rette di equazioni y — yoz=:y'(x— x0),
con y' radice della (1), &0110 la retta stamonaria e Ie due iaugenti
nodali (5). Se la trasformazione è cremoniana in ogni punk) sem-
plice della Jacobiana la retta stazionaria e una delle due tangenti
nodali coincidono colla tangente alla Jacobiana (ô). Segue che le
compoiienti semplici della Jacobiana fanno parte della curva di-
scriminante ed inoltre che sono integrali singolari (eventualmente
impropri) dell' equazione differenziale delle curve caratteristiche.

4. Le componenti multiple della Jacobiana di una trasforma-
zione cremoniana possono distinguersi in due tipi : I) compomeiati
in un punto generico delle quali Ie rette caratteristiche sono in-

(3) Un elemento Et (punto e retta appartenentisi) dicesi puntualmente

stngolare per la !(1) quando soddisfa alla (1) e al]a —: = 0. Dicesi mte-
oy

graie singolare della (1) un qualsiasi inviluppo di una semplice infinità di
elementi puntualmente singolari. Si veda GK SANSONE, Equazioni differen*
zial% nel campo reale, vol. I I , 2a éd., Bologna, Zanichelli, pp. 170-175 (1949) ;
S. K. ZAREMBA, Sur Vallure des intégrales d'une équation différentielle
ordinaire du premier ordre dans le voiginage de l'intégrale singulière,
cBull. dePAcad. Polonaise des Se. et Lettres ., sér. A, pp. 288-321 (1981).

(4) Questi integrali entrano nell 'integrale generale. Si veda: E. 1S*E-
METTi, Sur la solution singulière de V équation ordinaire du premier ordre,
« Bull, de la Soc. Phis.-Math. de Kazan », sér. I I I . vol. III , pp. 48-55
(1928).

|5) Si veda: M. VILLA e G. VAONA, Le trasformaeionipuntuali in una
coppia a Jmcobiano, nullo. I Intorno del 2° ordtne, « Rend. delPAcc. dei
liincei », ser. VIII, vol. VI, pp. 184-188 (1949).

(6) Si veda: M. Vir.LA, Sulle trasformazioni puntuali in una coppia
a Jacobiano nullo nel caso cremomano3 « Rend. dell'Acc. dei Lincei *y

ser. VIII, vol. II, pp. 136-139 (1947).
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determinate ; II) componenti in un punto generico delle quali Ie
rette caratteristiche non sono indeterminate.

Perché una componente sia del I tipo occorre che, siano inde-
terminate o la retta stazionaria o Ie tangenti nodali (o Puna e Ie
altre insieme). Segue che sono del I tipo quelle curve fondamen-
tali che sono componenti multiple per Ie curve della rete passanti
per un loro punto (non base) oppure quelle curve fondamentali in
un punto generico delle quali la curva délia rete con punto mul-
tiplo ha punto triplo almeno.

Per Ie componenti multiple del II tipo si ha :
Le componenti multiple della Jacobiana di una trasformazione

cremoniana, in un punto generico delle quali Ie rette caratteristiche
non sono indeterminate, fanno parte della curva discriminante e
sono integrali smgolari delVequazione differenziale delle curve ca-
ratteristiche. ,

DalP esame dei casi in cui la Jacobiana di una rete ha punto
doppio (7), risulta infatti che, affinchè una componente sia del II
tipo, in un suo punto generico devono coincidere la tangente
ad essa, la retta stazionaria e le due tangenti nodali. Segue Fas-
serto.

5. GHLL esempi che ora considereremo proveranno Tesistenza di
componenti della Jacobiana dei due tipi : integrali singolari (invi-
luppo delle curve caratteristiche) e integrali singolari impropri.

a) Gonsideriamo f ra n{x. y) e ir (cc, y) la trasformazione cu-
bica T3 relativa alla rete omaloidica di cubiche di u avente i
quattro punti base semplici infinitamente vicini al punto bas»
doppio su un solo ramo lineare. Con opportun a scelta dei riferi-
menti proiettivi, Ie equazioni di T3 si scrivono

= x, y
x2 -h y

I tre sietemi di curve caratteristiche in TT sono costituiti dal
fascio di rette di centro A2(Q, 1, 0) (punto fondamentale doppio) e

(7) Si veda : M. VILLA, Sulle singolarità della Jacobiana di r + 1 iper-
superficie dello spa&io ad r dimensioni, « Memorie dell'Ist. Ljombardo ».
ser. III , vol, XIII, fase. 4, (1931). Esclusi i punti base,,la Jacobiana ha
ptinto doppio se: 1° Ie curve della rete passanti per quel punto hanno
tutte punto doppio (tangente stazionaria inderminata) ; 2° Ie curve della
rete passanti per quel punto hanno ivi punto semplice ad eccezione di una
che ha punto triplo (tangenti nodali indeterminate) ; 3° Ie curve della rete
passanti per quel punto hanno ivi punto semplice ad eccezione di una che
ha cuspide colla stessa tangente comune alle altre curve.
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dalla famiglia di coniche di equazione

3x* -h- % — 4:cx — 4c? = 0 (c parametro).

La famiglia di coniche inviluppa la conica fondamentale y -+- x% =r 0.
che risulta pertanto integrale singolare. L'altra componente della
Jacobiana (la retta impropria contata 4 volte) è invece integrale
singolare improprio. Le curve caratteristiche in iu sono Ie tra-
sformate delle curve caratteristiche di TT da T3. Esse sono Ie rette
del fascio di centro At(09 1, 0) e Ie cubiche di equazione

x^y -+- kcxy -+- &c2y — 4 = 0.

L' asse y è componente semplice della Jacobiana in -K ed è in-
tegrale singolare improprio. La retta AlAiJ che (contata 5 volte)
costituisce assieme all' asse y la Jacobiana in -K, è pure integrale
singolare improprio.

b) Sia data la trasformazione cubica relativa alla rete oma-
loidica di 7r avente i quattro punti base semplici infinitamente vi-
cini su un ramo lineare, distinti perö dal punto base doppio. Le
equazioni della trasformazione si possono scrivere

x*y
x x « = -

' ° x7- -h y

Le curve caratteristiche in K sono le rette per ^2(0, 1, 0) e le cu-
biche

y(i — cxf — 4LCX* = 0 (c parametro)*

La conica fondamentale f/ + ^ = 0 è inviluppata dalle curve ca-
ratteristiche ed è perciö un integrale singolare, mentre Y altra corn-
ponente della Jacobiana (Fasse y contato 4 volte) è integrale sin-
golare improprio. Grli stessi risultati'si hanno per TC.

c) Consideriamo infine la trasformazione cubica generata dalla
rete omaloidica avente tre punti base semplici infinitamente vi-
cini al punto base doppio su un solo ramo lineare e l'ulteriore
punto base semplice distinto. Le equazioni si scrivono

x
y + x*'

Le curve caratteristiche in -K sono, oltre Ie rette del fascio di centra
At, Ie sestiche di equazione

(y 4- x*)(l — 9cy — lScxlf = (y~h 5#2)(1 — Icy —

Queste sestiche inviluppano la conica fondamentale y H- X3 = 0,.
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mentre hanno cuspidi variabili sulla coniea y -t- 5XT = 0, che fa
parte délia curva discriminante.

6. In un lavoro recente (8) abbiamo dimostrato che, data ira
due spazi lineari S f , Sr' una trasformazione puntuale T non de-
genere, se Vr è la varietà rappresentativa di T sulla Vtr di SËG-RE,

si ha :
Le curve di Yr che rappresentano le coppie di cttrve caratteri-

stiche di T sono tutte e sole le curve quasi-asintotiche yl 2 3 di (V2r, Vr).
Grli esempi r iportat i in quel lavoro (trasformazioni cremoniane

quadrat iche) danno luogo, corne è ivi rilevato^, a casi banal i di curve
quas i -as in to t iche Yi 2 3 * -^e ^ r a s f ° r m a z i o n i cubiche considerate nel
11. 5 forniscono iuvece esempi di curve caratteristiche a cui si col-
legano curve quasi-asintot iche Yi 2 3 n o n banali .

7. I n questo numero ci soffermeremo brevemente su una par-
ticolare classe di trasformazioni fra le quali r ientrano quelle di
D E JOÎ^QTJIERES. Queste corrispondenze sono caratterizzate dalla
seguente condizione :

In ciascuno dei due piani, uno dei ire sistemi di curve carat-
ierlstiche è un fascio di rette e la trasformazione subordina tra le
rette caratteristiche dei due fasci una proiettività.

Con scelta opportuna dei r iferimenti proiettivi nei due piani,
u n a gener ica trasformazione del tipo indicato, si rappresenta colle
equazioni-

<2) x = x, y = <p(#, y).

Le trasformazioni (2) comprendono, in particolare, quelle di DE
che si possono rappresentare con equazioni del tipo

dove 4> e ^' sono polinomi in x di grado uguale air indice.

(b) Si veda: M. VILLA e G. VAONA, op. oit, in (*). In quel ]avoro, esten-
dendo la nozione di curva quasi-asintotica a due indici (BOMPIANI), si pone
la seguente definizione: Date due varietà Vft, Vm{h^>m), tali che Vm ap-
partenga a Vk, una curva y di Vm si dira quasi-asintotica a tre indici
yp, qt r di \ Vk, Vm) quando in ogni suo punto lo spazio congiungente Y S (p)
osculatore a VA, 1' S(q) osculatore a Vw e YS(r) osculatore ad essa {p<q<r)
lia dimensione minore del massimo corrispondente ai valori assegnati di
h, m, p, q, r.



MXUNE OSSERVAZIONI SULLE CURVE CARATTERIS JTICHE, ECC. 107

L' equazione differenziale dei due sistemi di curve caratteri-
della (2) residui al fascio di rette, è

Ma la (4) è anche 1' equazione differenziale delle proiezioni
sul piano xy, dal punto improprio dell' asse s, delle asintotiehe
della superficie di equazione z — cp(x, y). Nel caso in cui la tra-
sformazione sia una generica trasformazione di DE JONQUIERES
•d' ordine n, la superficie corrispondente è una generica super-
ficie razionale d' ordine n con due punti {n — l)-pli. Appare vi-
-ceversa dalle (3) corne, data una superficie razionale d'ordine n
<?on due punti (n — l)-pli, si possa costruire una corrispondente
trasformazione di DE JONQUTERES fra due piani passanti ciascuno
per uno dei due punti (n — 1)—pli.

Le curve caratteristiche delle trasformazioni cubiche considerate
nel n. 5 sono algebriche.

Indicheremo ora un esempio di trasformazione cubica con curve
'Caratteristiche traseendenti. Una trasformazione cubica T fra due
piani x, -zt come si è osservato sopra, si puö individuare mediante
una superficie razionale cubica F con due punti doppi. Le curve
caratteristiche di T sono costituite dalle proiezioni su TU, U dai
punti doppi, delle asintotiehe di F e dai fasci di rette aventi centri
nei punti doppi stessL Basterà dunque trovare una F con curve
.asintotiehe traseendenti. Un esempio assai semplice si ha consi-
derando la superficie xyz = 1, cui è collegata la trasforma^zioiie

x = x3 y = —-. Le proiezioni delle asintotiehe di taie superficiexy
sul piano xy sono

-dove Ai? X2 sono parametri ed tly tt sono Ie radici 'cubiche com-
plesse deirunità f).

(9) Si veda* fi. GTOURS\T. Gours cl Analyse Mathématique, t I, p. 257,
Paris (1902).


