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Funzionî di Laguerre di 2a specie.

Nota di GrirsEPPE PAL.AMA (a Lecce).

Sunto. Il Lavoro è sunteggtato neîîa breve, tntroduztone che segue-

In questa Nota ci occupiamo délie funzioni di LAGUEHBE e dt
HEBMITE di 2a specie, cioè degli integrali non polinomi délie

(P xy" -+- (oc — x -+- Y\y' -t ny=0,

(2) y" — 2xyr ^ 2ny = 0,

che indichiamo nspettivamente con RT(as), (o ln(x) a seconda che x
è o no diverso da zero), hn(x).

G-li „̂(cu) sono stati già studiati (J), ma non ci consta che siano

stati eonsiderati gli lni&)-

1* L'intégrale generale délia

(3* #2/" -4- (v — a%' — $y ~ 0
è dato da

Y. œ) •+• B^-rCHp -*- 1 — y» 2 — Y, »)•

sono costanti arbitrarie e G{$. y, x) è la funzione di
U, data da

... «.M^

espendo F la funzione ipergeometrica di GrAUSS.
Intanto poichè (1) e (3) si identificano se si fa

Y = a -f- 1. (B = — M,

l 'intégrale generale délia (1) è. corne è noto

y = .4G(— », at H- 1, x) •+- fe—«6r(— a — n, 1 — a. x),

ma r integrale generale délia stessa (1) è anche

y - CLn\x\ -

(') Cfr. per es. P. APPEL-J". KAMPE DE FERIET, Fonctions Hypergeom.
et Mypersph. - Polyn. oVHermtte. Paris. (1926), pagg. 357-62.
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L'opportunità della assnii^ior.e 8̂) si vedrà ÎTÎ segiiito.

2» Le fniizioni di LAG^TFTÏB^ di 2a specie sofldis^ano, se^nbra»

tutte Ie rels^iom degiï Jinisr}. In^atti si >̂ a per es,

(r assunzione (S> fa intanto susstatere ^a precedo^+e),

Quest'uHînîa è ricorrente rispetio â  paramet^o a (2).

3, Se neï^, (t> ŝ  s^ppoue a=^—j), ^p intero <* n). la ^8^*di
uu noUnomio e si de^re ay^re -oercio una reîa^o^e de^ tipo

(2) Cfr, G- PARAFA, Sut polinavnt di Laguerr% « Botl delFUn. Met I t
vol. X *
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éhe Bussîsfe identicameiite

i ba portante Ia semplice relazione cïie segue

9* (- - 1)»» ! LJ-^x) = {n - jp) ! &L{£Lp(x\ per n>p, p intero.

Pclchè d' altra parte

si ha anohe per Ia (9)

in ciii Ia derirata p-esima di LJx) è espressa mediante un poli-
nomio dello stesso ordine n.

4. Per stabilire ia relazione che intercède fra Hn{x) e 4f (as),
1 w

I>a8ta cambiare nella (3) x in x* e f are y = 5, p = — p , la (3) al-
lora diyenta

y" — 2x^' -*- 2ny = 0,

al ï5ui integrale generale puö darsi una délie tre forme seguenti,
a, seconda délia parità di », quando si tenga presente ïa (7) :

a> » ^ 2n

b) n^

in cui A,, B,; Ct, D( sono costanti arbitrarie.



4 /

i 3

che a memo d@glî ê^I^ppi nota di Sj«(aî), ^^ 2 (^s)s deLa funzione

f̂\ (6% danno TispettiTamente le

l / 1 Q

si hanno le altr©

^ ! \ ' 2 '

(11'} *!«+,(*) = ( - l ) n + l »

Le (10), (10') sono le note fonanle di SsEaö che legano i poli-
nomi di LAGTTSREE e -d'K^RMisE e le fil), (il') sono le anaXoghe
per le funzioai di 2a specie che, si noti, sono dello stesso tipo délie
<ÎO) e (iö'). La (8) ha eonsentito anoîie ques^altro risultato.

Si hanno subito pot i seguenti syilappi di htn(x), fa%n

V2 )1 S "7" T T '
m=o rln — m-t-=[m\
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Va notato infine che ia steesa re*°2i<me che sussisto, f ra il 70-
lïnoraio IVHBTWÏITE ïïn(x}f cui nol c™ ci siamo riferiü. ** che lia.

polinomio CPHERMITE clie ir^Jchiamo con T/as) oafr '̂n-

*̂ intercède anche f ra Ie eorrispondenti funzioni di 2a specie
fra Ie nostre /in(a;), definite da (11) e 01'), e Ie altre che indi

il moraento con fen(aj), dat* da fi\

ossia qualunque sia la parità dl n* si ha

5. Stabiliaino ora una notevole espreseione della In (x\
Si ponga perciö nella (1)

(12) y = x-<*e?z.
&l ha cosl la

(13) #£" -f- (— a H- o; -+- t)z' -+-(n +- 1)« = 0,

il oui integrale generale è pertanto dato da

(14) z = \ ifta
oon ^ . B costanti arbitrarie.

Ma la (13) si ottïene derirando n Tolte la

(15) xu" -h (— a — n -f- ^ -*- 1H*' -f-1* = 0

(3) Ofr. 1 c. in (*\ pag. 358.
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iia volta aegue daiia steasa (13) quando vi si f a n = 0 e
si c^mbia pos a in a -s- n, £öi.oi6 l'intégrale generale délia (15) è
dato da

n = C ^ + V * •+- Gyc«+ne~%(«+">(#), Ct cost. arbit,
-e per eisere

ï>i ha anche

(18) z ~ (Jl ̂ —- ixa~*~ne—ai) -+- Cs -T~̂  [#a+ne~a

Se ora si confronta (14» eon (16), poichè è

si ricava

che è appunto ia formula che si voleva stabilire,

6. La fanzione di LAGUEHHE di 2a specie soddisfa ad (Ij anche

quasdo n è negativo. Yalori semplici di In \x) si hanno per n = -- 1,
n ™ — 2. Difatti si ha

purchè nella prima di esse sia &=£=Ö, — 1? — 2, ... e nella seconaa
a =|=1, 0, - 1 , - 2 , . . . .

Eceo invece una relazione integrale per In (x) che si ricaya au
classica relativa a G(fi, ŷ  x)

i

$(X)= ~\2nx~^_ f _ ure-du.v ; 2r(— a — n)n i sen wj v

ö

cui per n =z 0, si trae

0 21 (— x) sen -ex /


