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Funzioni di Laguerre di 2° specie.

Nota di GirsepPe Pauama (a Lecce).
Sante. Il Lavore é sunteggiato mella breve introdusione che segue.

In questa Nota ci occupiamo delle funzioni di LAGUERRE e di
Herwmire di 2% specie. cioeé degli integrali non polinomi delle

m 2y’ + (o —ax+ 1y + ny=0,
(2} Yy’ — 2xy’ + 2ny =290,
che indichiamo rispettivamente con l(,;’)(a:), (o 7,(x) a seconda che «

& o no diverso da zero), h,(x).

Gli h,(x) sono stati gia studiati (*), ma non c1 consta che siano

stati comsiderati gli I%"(zx).

1. L'integrale generale della

; oy’ + (y—x)y —Pfy=20
& dato da
{4) y=AGSB, v. x) + Bx'~GR +1—vy, 2—y, x).

ove A. B sono costanti arbitrarie e G(B. y, ) & la funzione di
KuvuMER, data da

. X 1 \ [‘(Y) I‘(@ 3 m)xm
5 G{B. v, x)—sl-l_lPoF(py bR Ys ex) == f(ﬁ) 5 F(Y + mm!’

essendo ¥ la funzione ipergeometrica di Gavss.
Intanto poiche (1} e (3) si identificano se si fa

y=oa+ 1, 8 = —n,

¥

T"integrale generale della (1) &. come & noto
Y= AG(— n, »+ 1, )+ Bx—2G{— o —n, 1 — a. %),
ma l'integrale generale della stessa (1) & anche

y= CLY@ + DIPa),

(4) Cfr. per es. P. ApreL-J. KamPE DE FERIET, Fonctions Hypergeom
et Hypersph. - Polyn. d' Hermate. Paris. (1926). pagg. 357-62.
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I’ opportunith della assnnzione (8) si vedrs inm seguito.

2, Le funzioni di TLagmrrne di 2% gnecie soddisfano, sembras

a tutte le relszioni degli 7 (o). Infatti si ha per es.

(I" assunzione (R fa intanto sussistere ia precedente),
() fx) [N
7+ Nlpatfe) — 20 -0 + 1 — 2} () + (w0 + n) Loy = 0.
(242} 1 )
S ) WY (R e A iy H & {x) == Q.
Quest’ witima & ricorvenie rispesic al varamotc o (%)
3. Se meolla (1) s syppone == — p. (pintere < x). Iz 8"V diveria
un nolinemio e si deve avers wercid una relazinme de? fipo
AL, ) = a:PL,,_ o

(3} Chr. & Tawawva, Sut polinowm: & Laguerrs, « Boll dell’ Uzx., Met, Tt ».
vol. XVIT. (1836}, pag. 2%,
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che sussiste identicamente per

{e= LV)’V&'
A==

si ha pertanto la semplice relazione che segue
" ol D7) == — p)'a'?’L(m (@, per n=n, pintero.

Peicko d’altra parte

darL.(x)
dax?

=(-—1VLP _ (x),
si ha anche per la (9)

dPL,(x) !
dxr T (m —p)!

&L, P ()

in cui la derivata p-esima di L,(x) & espressa mediante un poli-
nomio dello stesso ordine x.

4, Per stabilire la relazione che intercede fra h,(x) e lif'{m),
basta cawmbiare mnella (3) x in a® e fare T=3, = ——g, la (3) al-
lera diventa

Yy’ — 2xy’ + 2ny =0,

al cui integrale generale pud darsi una delle tre forme seguenti,
a seconda della paritdh di », quando si tenga presente la (7):

@ n=2n

1 1 3
Y= A0G<—-n, 3 «m”\-{-BOG‘(—-'n—&— 5 5 m'~’),
(

1
y=4," V"\ Lﬁ 2>(av")ﬂ“ = 1 ’S‘ :
r‘( +3) I‘(_ 2)

9 = A, Ho(@) + B hoa();

b n=2n~+1

-

i1 3
Y= COG(—M, —ié, 5 m”) +DoxG(— ", 5, x‘>,

- 1
y= 0°x ( )( *?) + D !XE xL(é)(m’),
Va @+ g el
w4+
2
Y = Cihgn (@) -+ D Hy (),

in cui A,, B,; C,, D; sono costanti arbitrarie.
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FLNZIVNE D7 LAGUFRRE DT 20 £PLCy
Devono vexoid smestere de'lo zelrzoni det “imm

1
ﬁs”\:l = AA&T‘\""‘ Wy KBD %’ja

4

Hpol®) = .EL&" "5)(.7:'),
.
Bogulier == A’G(—‘- " -+ é, § \ m),

)

1
iy = B P,
; ( 5
che a mezzo degll s~ilvppi neti di H,.(x), L L, 9(a"), dela tunzione
fode .
di KoMuen o 48 " doto dalla (89, danno rispettivamente ls

(- tpemi o 2

H ("" = T T’l\"‘ 7, 2 3’
(-3)
{10 B @)= (—1»! 2" i),
e L 3
houlo) = (— 27 2! wG( 2, 2,3::)
1
(in Ryolar) = (— 1\ 2'”1,,(" 5)@2).
Aralogamente si hanno le altre
By == o2 L a6l 2, ),

i
(1on H, oo == 1) 2”‘"":&:1}( ) (%,
‘/ i1
By} == (— 17 8 - G—n—3,3, )

{11, Py} = (— 1In+1g) 2en+lxz£}’>(mﬂ).

Le (10), (10') sono le note formnle di Szret che legano i poli-
nemi di LacUERRE e 4’ HErMITE e le (11), (11") sono le analoghe
per le funzioni di 2* specie che, si noti, sono dello stesso tipo delle
{10) e (1). La (8) ha eonsentito anche quest’ altro risultato.

8i hanno subito poi i seguenti svilappi Ai A, (@), By, (2)

i
(_ 1)”_’.1 E }:(___ .‘2 _ m)mim-!-l
Ro) = ~——  (2m)!
wR) =10 @n)

1
m=0 F(u —m -+ 5)m!
-l

s

1 ) 2m
Lo ipEna 1) g I‘(z—m ”
Ry grla = 2 3 .
V2 ”w"r(z@—wm-}- é)m!
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Vs unotato infine che la stecsa rei-zinune che suseists, fra I no-
linomio D' Heryrre H,(x), cui nei em: 21 siamo riferiti. » che ha
1 cvib]ppe

_”;
1Zhf R Q)n-th
(@) z=(— 1! B rm——prr
Hod = (=1 B o1
e ' altpr polinomio & HERMITE che indichiame con 1.0} date in-
vore da
P‘ﬂ (e {Vogen—2k
— H -
Hyed=n! 2 35— S51o%
ol 2 R
intercede anche fra le corrispondenti funzioni di 2* spenie. cice

fra le mostre h,(x), definite da (11) e (11"}, e le altre che indichiamo
vor 1l momento con h.(x). dat~ da %

1
)= (— 1" 19n 2“!‘(wn+~2+k>m”‘+’
anl® _!‘{ n+1>k:0 2k + 1)
o Z
A

! 1
{— 1 +ip!Qn = zkﬂ‘ > +k
i
I‘{-—-nmé) k=0 2ky!

ﬁuﬂ-)(’m) == X

ossia qualunque sia la parita di #. si ha

~ (— 1)y x \
b fe) = btz
2 (\/ 2/

ol R

5. Stabiliamo ora una notevoie espressione della 1200,
8i ponga percid nella (1)

(121 Y = x—%e%z.
8% ha cosl la

{13) 22" +(—at++ 1) +n +1)z2=0,

il cui infegrale genecrale & pertanto dato da

(14) 7 = Axce—= Lff')‘a:) “+ Bxde-@lf.“)(x},

con A, B costanti arbitrarie.
Ma la {13) si ottiene derivando = volte la

(1B) ou +f—e—n-+rz+Iw +u=>0

(3} Cfr. 1 ec. in (», pag. 358.
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cao aliz sua volta segue daia stessa (13) quando vi si fa n==0 e
31 cumabia por « in o + », perwid l'integrale generale della (15) &
daio da

u == Ceatre « 4 (ypathe—a) atn)(g), C, cost. arbit,
€ per essere
)
¢ g
>i ha anche
dn dn
5 = (), —— (z*Fre—=) +ng—2] (4
(16) z2=C, G ne~%) + Cs PP [t e (a+n)x)].

Se ora si confronta (14) con (16), poiche 3

; dar
— Ao, 49
xre %Ly () = " (acoF"e—=)
si ricava
x—%e* d*

) 2T (patng—r] wtn e
(e =~ - o [t e Tl )]

che & appunto la formula che si voleva stabilire.

6. La fonzione di LacUEsRE di 2% specie soddisfa ad (1) anche

guardo » & negativo. Valori semplici di l‘,‘f’(m) si hanno per » —-- 1,
7 = — 2. Difatti si ha

l@l(w) = T'{ajx- 2e?,
1)) = T — 1je—se"(x — 1 — 2)

purché nella prima di esse sia a3=0, — 1, — 2, ... e nella seconaa
az=1, 0, —1, —2, ...

Ecco invece una relazione integrale per Uy )(ac) che si ricava wa
aitra classica relativa a G(3, vy, @)

—- 1

() _ — \/ P vl { e L

w )= 2F(— « —- m)n ! sen =2 w (1 —uye du.
0

da cui per n =0, si trae

[ o .
(@ o T V2zxmr —a—lus
Iy @)= 2 ] sem ~x ’ u—x"ltemEdy.
o



