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Alcune questioni diefantee.

Nota di BeENntaMiNo SEGRE (a Bologna).

Sunto. - Il presente lavoro mostra in varie guise come la geomeiria alge-
brica possa esser utilizzata nello studio di questioni aritimetiche. Nel § I
vengono ottenwti, con meezi geometrici semplicissimi, alcuni risultati di
Hurwitz sulle cubiche che confengono soltanto quattro punti rozionali.
Nel § II ¢ dato un nuovo esempio di una cubica siffatta, e sono deter-
minati tutts ¢ punti razionali di una certa superficie biquadratica. Di
ctd si usufruisce poi nel § III, per risolvere e lumeggiare geometrica-
mente un problema diofanteo di A. Moessner.

I

1. Se una cubica e littica I', definita nel campo razionale, con-
tiene guattro - e non pih di quattro - punti razionali, allora unc
- o soltanto uno - di questi risulta un flesso di I'; a priori si
possono quindi presentare due alternative, secondoche gli altri tre
punti razionali di I sono o non sono fra loro allineati. Nel primo
caso, ciascuno di tali tre punti ha come tangenziale il flesso razio-
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nale di I'; nel secondo caso, certi due di quei tre punti hanno per
tangenziale il terzo, questo avendo per tangenziale il flesso razro-
nale di T, il quale risulta allineato coi primi due punfti.

Questi risultati, gia ottenuti da Hurwirz coll’uso delle funzioni
ellittiche (!), possono anche venire stabiliti mediante le seguenti
semplicissime considerazioni geometriche, poggianti sul cosi detto
metodo delle corde e delle tangenti. Tale metodo verte sull’ osser-
vazione, gia wusata dal LiBRI nell’ analisi diofantea di 3° grado,
secondo cui da due punti razionali P, @ (distinti o coincidenti)di T’
si pud dedurre un terzo punto razionale diI', e preeisamente 1’in-
tersezione R — residua a P, @ — di T colla retta PQ (definendosi
questa refta come la tangente in P a T, qualora P e @ coincidano);
il punto R & distinto da P, @, tranne nel caso in cui di questi due
punti uno sia il tangenziale dell’altro (11 che — quando P e @
coincidono — equivale a supporre che P— ¢ sia un flesso di T).

Cid¢ premesso, supponiamo che I contenga esattamente quattro
punti razionali, diciamoli 4, B, C, D. e mostriamo anzitutto che —
fra questi — uno al pit pud essere un flesso di I. Bd invero, s-
due di essi fossero flessi, la loro congiungente incontrerebbe T in
un terzo flesso razionale, sicché tre dei quattro punti suddetti, per
es. A, B, C, dovrebbero essere flessi di I', fra loro allineati. Ma
allora le rette 4D, BD, CD non potrebbero toccar I'in 4, B, C, ed
al pit una di esse potrebbe toccar I' in D, sicché su almeno due
di quelle rette si troverebbe un punto razionale di I' distinto da
A B, C, D, contro al supposto. Dunque almeno tre fra i punti 4,
B, C, D non sono flessi di T, e supponiamo che cid sia & A4,
B, C; distinguiamo poi due casi, secondoché 4, B, C sono o non
sono allineati.

Nel primo caso i tangenziali dei punti 4, B, C non possono
cadere in nessuno di questi tre punti, ond’essi coincidono tutti
con D, ehe & quindi un flesso di I

Nel secondo caso i punti 4, B, C sono vertici di un triangolo,
i cui lati debbono tutti — o tutti meno umno — risultare tangenti
a I'. Se ¢iascuno di quei Iati toccasse I', il punto D non potrebbe
stare su messuno di essi,e le tangenti a I' nei punti 4, B, C coin-
ciderebbero (in ordine opportuno) con detti lati; ma allora si otter-
rebbe una contraddizione, esaminando — come dianzi - il com-
portamento di I' colle rette AD, BD, CD. Vi & dunque uno ed un
solo lato del triangolo ABC, sia p. es. AB, che non tocca I' e quindi

(1) Ved. A. Hurwitz, Ueber ternare diophantische Gleichungen dritten
Grades, Viert. Nat. Ges. in Znirich, 62 (1917), pp. 207-229, od anche Mathe~
wmatische Werke, Bd. 2 (Basel, Birkh#user, 1933), pp. 446-468, § 8.
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incontra T ulteriormente nel punto D. Allora i tangenziali di 4 e
di B, nen potendo cadere in mnessun dei punti 4, B, D, debbono
entrambi coincidere con C; il tangenziale di C noen pud essere che D;
infine D — non potendo avere nessuno dei punti 4, B, C come tan-
genziale — 8 il tangenziale di se medesimo, osgia & un flesso di I.

1L

2. Dal n. 1 discende agevolmente che, com opportuna scelta
delle coordinate proiettive omogenee x, y, 2z, !’equazione di una
cubica che presenti la seconda delle suddetfe alternative pud scri-
versi nella forma
(1) xx+z)iy+2)+ayz=20

(che gia trovasi in Humwirz, 1. c.), con o razionale. B chiaro in-
versamente che, comunque si scelga i] numero razionale a, la cu-
bica (1) contiene i quattro punti razionali

® 40,01, B10 —1), C@O 10, D0 0,

formanti su essa una configurazione del tipo dianzi indicato nel
secondo caso. Sono perd pochissimi i valori di @ per i quali sia
stato provato che la (1) non contiene aliry punti razionali all’in-
fuori dei punti (2) (*). Nel presente paragrafo proveremo che:

Un nwuovo valore di a per cui la (1) ggde della proprietd indi-
cata & a—— 1/12.

A tal uopo incominciamo coll’ osservare che, posto

x = (w — uv)/(2v), y=—v—u, = u,
da cui si ricava
u =2, V=Y + 2, w = (22 + 2)(y + 2),

la (1) diventa
dauviu — v)2 — u’0? + w* =290

Per a = — 1/12 quest’ equazione pud scriversi nella forma
3) uo(u® -+ uv + v = In?,

sicch® il fatto asserito equivale a mostrare che
L’ equazione diofantea (3) non' ammette alire soluzions in nu-

(®) Uno di tali valori ® a = — 1/8, come discende da B. Lievi, Saggio
per una teoria jaritmetica delle forme cubiche ternarie (Nota II), <« Atti
Ace. 8c. Torino », 43 {1907-08) pp. 99-120, n. 8. Un altro valore, dato da
Hurwitz — senza dimostrazione — in log, cit. in (1), & & = — 1/4.
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meri w,'v, w raziona#, all’infuori di quelle che si otlengono assu-
mendo u=0, 0 v=0, oppure u=v (%).

Siccome la forma quadratica #® + uv + ¢* & definita positiva, e
poich® Be {u, v, w) & una soluzione delia (3) tale & pure (ku, kv, kK*n),
dove k denots un numero razionale arbitrario, cosl basterd stabi-
lire che la (3) non ammetfe nessuna soluzione in numeri %, v, w
interi, soddisfacenti alle

“) u >0, 2> 0, (u, v) =1, wy > 1.

Supposto per assurdo che soluzioni siffaite esistano, consideriamo
una (u, v, w) di tali soluzioni per la quale il prodotto wv raggiunga
il valore minimo. Proveremo allora il teorema enunciato mo-
strando (nei nn. 3-6) che I’ipotesi ammessa porta ad una contrad-

dizione; all’ uopo distingueremo due casi, secondoch® nessuno od
uno dei suddetti interi «, » & divisibile per 3.

3. Nel primo caso, dalie (3), (4) si deducono le
(B) % = %, v=1y w = xyz, ue + v + v = 32,
dove x, y, # denotano interi positivi. Posto allora
Pr=u—2, @ =v—2

® subito visto che p,q, 3=0 e che ’ultima delle (5) equivale ali’una
ed all’altra delle equazioni

2p,* + 2p,9, — q,° =3(p, + q,)u, 2q,* +2p,q, —p.’ 23(17; + q,)v.
Poiche per ipotesi (v, v) = 1, da qui seguonc le

(6) 2p(p +q)— ¢*=pu, 2q(p + g —p* =9y,

ove g8i & assunto

p=p)/d, q=gq,/d, p = 3(p, + q))/d, d=(p:, 0)s
talche

™ (p, 9=1.
Le (6) possono scriversi nella forma equivalente
® 3p'—(p—@f=pu, 3¢ —(p—9°=p

%) Interpretate le u, v, w quali coordinate cartesiane nello spazio, la (3)
rappresenta ivi und superficie del 4° ordine, di cui cos! si hanno tutti i
punti razionali; questi si distribuiscono precisamente lungo quattro
rette (di cui due proprie e due improprie) ® lungo due coniche. Per
uno studio generale di problemi di tale .tipo, cfr. B. SkaRrE, On aréthmetical
properties of quartic surfaces, « Proc. London Math. Soc.», (2) 49 (1947),
pp. 353-395.
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od anche nella
@) 3p(p + 2q) =p(2u +v),  3¢(2p + g) =p(u + 2v).

Tenuto conto della (7), dalle (9) si vede che p divide 3(p -+ 2g),
3(2p + q), e quindi pure 9p, 9q (che rispettivamente da quelle si
ottengono combinandole linearmente coi coefficienti — 1,2 e 2, — 1),
sicchd p & un divisore del 9. Ora non pud essere o—:=t9; altri-
menti, in virth delle (8), p — q dovrebbe essere divisibile per 3,
e quindi 3p® 3q* dovrebbero ‘essere divisibili per 9, cid che & in
contraddizione colla (7). Pud dunque soltanto essere p=:t 3, op-
pure p—===1.

Ne discende — come tosto vedremo — che p ¢ g sono entrambi
dispari e quindi, in virta delle (6), che tali sono pure u e ». Ed
invero, se p. es. ¢ fosse pari, in base alle prime equazioni (6), (5)
sarebbe u = 0 (mod 4), e la seconda equazione (9) porgerebbe 20 =0
(mod 4), sicch® # e v sarebbero entrambi pari, in contraddizione
colla (4, v) = 1. Pertanto le (5) forniscono # =1 (mod 4), v =,1
(mod 4), onde prendendo 1’una o I’altra equazione (6) modulo 4 si
ottiene o= — 1 (mod 4). Vi sono dunque soltanto due alternative
possibili, e cio® p =3 oppure p = — 1.

4. Se p =3, le (8), (6) forniscono

{10) 3p*— x)=38(¢ —y)=(p—q),

ed i tre membri delle (10) non possono annullarsi, altrimenti sa-
rebbe p =¢q, x®* =p*=¢q¢* =y e quindi |x|=|y |, onde le (2) for-
nirebbero % = v, in contrasto colle (4). Introdotti dunque i numeri

(11) 2r—=p—uwx, 28=q—y

(entrambi pari in forza del n. 3), risulta rs =0 e le (10) diventano
(12) 12r(x + r) = 128(y + s) = (p — 9)*;

queste mostrano che & s, ® + r==s, non potendo — come s’&
detto — essere |x|=|y].

Notiamo ora che (r, * + r) = 1. Invero, ove cosl non fosse, x
ed r ammetterebbero un divisore comune > 1; questo dividerebbe
p e p— qin forza delle (11), (12); il che contraddirebbe la (7). La (12)
mostra allora che dev’essere

(13) r =+ g x + r == 3b°, p — q=6ab
oppure
(13") r = =t 3b%, x4+ r == a? p — q = 6ab,

dove vanno scelti smuultaneamente i segn1 superiori o gli inferiori,
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ed a. b denotanc interi non nulli. Sia nell’uno che nell’ altro caso,
da queste relazioni e dalle (11), (12) segue la

3(a’® 5= 8)b* + 6ash = (a® = 8)s=0.

11 discriminante di quest’equazione quadratica in b vale

=+ 3s(a’ = a®s + s?),
e dev’essere un quadrato. Cid mostra che si soddisfa alla (3) assu-
mendo per % e v i valori
(14) u' = a? v ==,
i quali sono diversi fra loro in virtu delle (13) o (13') e di quanto
osservato alla fine del precedente capoverso.

Con tale scelta risulta palesemente ' > 0 e quindi »' > 0: in
base alle {13) o (13') ne consegue che & r8 > 0 ossia, in forza delle (11),
(p — =){g — y) > 0. Ricordando (n. 3) che x>0, y > 0. ¢ notando
che — in virth delle (10) — si ha z<|p|, y<|q|, da qui di-

scende che
pg>0.

Inoltre le (19), (5) forniscono
1 1 .
pg <99 +5(p— 9=5@ +y') <2y = uv.
Pertanto dalle (14), (13) o (13), (11) si deduce

lptx| |g—yl 2+ Y+
=22, 2Jg 2&19&_44 éq\<!pql<m

? At

e quindi w'v’ << uwv. Abbiamo cosl ottenuta, nelle ipotesi attuali, la
confraddizione annunciata alla fine del n. 2.

5. Nella seconda delle due alternative specificate alla fine del
n. 3 {p=-—1), le (6), (5) forniscono:
(15) ®'=q'—2pq —2p', y'=p'—2pq— 2"

Da qui si deduce x?— y* = 3(¢® — p?), sicch® z+y od x—y ri-
snlta divisibile per 3. Introduciamo allora gli interi a, b, ¢ de-
finiti dalle

(16) zty+3p+qg=6a, aEty—-3p+q9=6b, Fy+q=¢

ove dappertutto vanno scelti rispettivamente i segni superiori o
gli inferiori. Una facile discussione meostra che, nelle ipotesi at-

tuali, 2
a=0, b=0, azb.
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Se ora esprimiamo nelle (15) le z, %, p in funzione delle a, b, ¢, ¢
mediante le (16), giungiamo a due equazioni di 1° grado in ¢; ed
eliminando ¢ fra queste, otteriamo

3a(a® + ab + b*) = bla + 2b + )&

Cid dimostra che si soddisfa alla (3) attribuendo ad w, v i valori

a, b (taiché ab > 0).
D’altra parte, tenuto conto delle (16), (15), (5), si ha:

ab =@ =y — p + ¢/)/36 < (@£ Y/t < (@ + y/2 <=y =wu,

e quindi ab <wuv. Abbiamo cosl anche ora ottenuta una contrad-
dizione alle ipotesi del n. 2, cid che completa la dimostrazione del-
1’impossibilita del primo dei due casi distinti alla fine del n. 2.

6. Riferendoci da ultimo al secondo di tali casi, si abbia ad
esempio # — 3¢, ove { denofa un intero non nullo. Con questa po-
sizione la (3) diventa

vi(v? -+ 3vt + 9t*) = w?;

ora v non & divisibile per 3, in forza della (u, v) = 1, e quindi i
tre fattori in cui & decomposto il primo membro dell’ultima rela-
zione risultano a due a due primi fra loro. Da essa pertanto si trae

17 v =x?, t =1y, %+ 30t + 92 =22,

dove x, y, z denotano tre interi positivi a due a due primi fra loro,
ed inoltre z==w.

Sia p/g la frazione (z — v)/t ridotta ai minimi termini. e cioe
si abbia

(18) z=v +ip/q,

ove

(19) pg=F0, ¢>0, (p, =1
Dalle (17), (18) si ricava:

{20) q(2p — 3q)x* = (3¢ + p)3q — p)y*.

Si noti ora che, in forza delle (19), ¢ & primo con 3q + p e con
3q —p, ed r =(q. 2p — 3q) pud soltanto valere 1 o 2. Inoltre, un
comune divisore delle 2p — 3q, 3¢ + p & pure divisore comumne di
3p, 9q (che da quelle rispettivamente si ottengono combinandole
linearmente coi coefficienti 1, 1 e — 1, 2), e quindi pud soltanto
valere =1, =3, *=9; parimenti, un divisore comune di 2p — 3¢.
3¢ — p & divisore comune di p, 3q, onde pud soltanto valere + 1,
* 3. Pertanto dalla (20) si deducono le

{21) 1= rat, 2p 2(1 = rsb?. 9(1“ . P! — seb.
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dove a, b, ¢ sono interi non nulli a due a due primi fra loro, ed
inoltre
r=1, 2, s=c=t1, =3, =9, 27

Le (20), (21), (17) forniscono a*d’r*v = c%?* sicché ¢ non pud essere
divisibile per 3.

Eliminando p e g fra le (21), si ottiene
(22) 4sc® —= r*(3a® — 8b%)(9a® + sb?).
Non pud quindi risultare neé s=— =3 n® s—==09, altrimenti il
secondo membro della (22) diverrebbe rispettivamente divisibile
per 9, 27, mentre il primo membro non lo sarebbe. Si esclude poi
che possa essere s =1 od s = — 27, poich® in tal caso i due membri
della (22), divisi per s, risulterebbero visibilmente incongrui mo-
dulo 3.

Esaminiamo infine le due restanti possibilith s=—1 ed s=27,
per le quali la (22) rispettivamente riducesi alla
(23) r*(— 9a® + b*)(3a® + b?) = 4¢?,
od alla
(23" r*{a® — 9b%)(a® + 3b%) = 4c?;
basterd anzi limitarsi a discutere la (23), in quanto la (23) dif-
ferisce dalla (23) semplicemente per lo scambio di a e b. In forza
della (23), b non pud essere divisibile per 3. Ne discende che, posto

u, = 3a + b, v,=—3a+Db, w, = 2¢/r,

si ha u, 30, v, 0, u,Fv,, ed inoltre né u, n& v, & divisibilo
per 3. D’altro cantfo, in virtu della (23), 1a (3) ® soddisfatta assu-
mendo # —=wu,, v=wv,, w=w,; ma cid risulta in contrasto con
quanto abbiamo stabilifo nei nn. 3-5. il che dimostra che anche il
secondo caso considerato alla fine del n. 2 & impossibile.

IIL.

7. Applicheremo i risultati del paragrafo precedente per pro-
vare che:

Il sistema diofanteo (%)

: T2 e 2 2 3 — 3 — e 3
L Yyt =yt -yt = 2y + Yy 2P+ Y=t + g, =i+ y?

(¢) Esso fu proposto da A. MOESSNER, in questo < Bollettino », (3) 4
(1949), p. 146. Uno studio meno circostanziato di tale sistema trovasi gia
in B. SEGRE, Problémes arithmétiques en Géométrie algébrique, « Atti del
Colloquio di Geometria algebrica di Liegi », (19-21 dicembre 1949); cfr.
pure la Risposta ad una gquestione proposta da A. Moessmer di L GaAT-
TESCHI e L. A. ROSATI, che compare in questo stesso fascicolo del « Bol-
lettino ».
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non ammette nel campo razionale altre soluzsions all’ infuori di quelle
banali che si hanno dando uwno stesso valore a tre variabili di in-
dict diversi, ed atiribuendo un medesimo valore alle rimanenti lre
variabili.

E istruttivo esaminare la cosa geometricamente, interpretando
le variabili (x,, ¥,, ®,, ¥,, @;, y;) come coordinate omogenee di
punto in un S;. Ivi il sistema precedente rappresenta una curva I,
il cui ordine — a norma del teorema di BEzouT — vale 2.2.3.3 =36;
e si tratta di trovare i punti razionali situati su I

E subito visto che I' & trasformata in s® da un gruppo G, di
48 omografie, rappresentate dalle 48 sostituzioni sulle lettere x,, y,,
x,, Yy, %3, Y; operanti imprimitivamente sulle tre coppie collo
stesso indice.

8. Allo scope di approfondire la struttura della curva T, intro-
duciamo le abbreviazioni
p=x+yk =z +y? (t=1, 2, 3),
rij - 9@:@;' -+ 2‘”1?/1 -+ (xi+yi)(wj —+ yj) (7’ =t:.7: ":y .7: 1; 2) 3)’
S=o, -+ Y, + Xy + Y+ X3 + Yy,

e rileviamo le identita:

2. — ¢)) = (2w, + 2y, + 25 + Y)(p, —p) + @+ Y. — & — YD — 7)),
S@ Y — X —Y) =Pi— P+ Ty—Tq,
dove 4, j, I denota una permutazione qualsiasi degli indici 1, 2, 3.
Osservato inoltre che nello spazio delle quattro variabili x,, y,,
%5, Y; la quadrica p; =p,; vien segata dal piano z, + y,=wx,+ y;
lungo le rette
x, —x=y —y=0 ed @ — Yy = x;— y: =0,

ne consegue che:

La curva T del 36° ordine — rappresentata dal sistema conside-

rato mel n. 7 — si spezza nelle seguenti 11 componenii:
a) quattro retie, una delle quali & la

Xy = Xy =Xy, Yy =Ys = Ya,»

le altre deducendosi da essa mediante G;
b) sei quartiche di 1* specie, di cui una & la curva

P,\=Py =17y, X, — Xy =y, — Y, =0,

e le altre si ottengono da questa per mezzo di G;
c) una curva dell’ 8° ordine, intersezione completa di tre qua-
driche indipendenti di un §,, rappresentata dal sistema sovrab-
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bondante :
s=0, PPy =Py m= Ty =275 = Ty

E inoltre utile considerare otfo punti razionali, che denomine-
remo i punti P, trasformati mediante G,; del punto (0, 1,90, 1,0, 1).
Si constata allora immediatamente che:

Ogni punto P appartiene ad una delle rette a) ed a tre delle
quartiche b); ognuna delle rette a) ed ognuna delle quartiche b) con-
tiene rispettivamente due o quatiro punti P.

9. Dobbiamo ora trovare i punti razionali situati sulle curve aj,
b), ¢} dianzi definite. Quelli appartenenti alle @) corrispondono alle
soluzioni razionali specificate nell’enunciato del n. 7, e fra essi vi
sono ovviamente i punti P. Per stabilire il teorema del n. 7, non
v’ 2 dunque che da mostrare che le curve 5) e c¢) non contengono
nuovi punti razionali. Proviamo anzitutto che:

La curva c) & totalmenie priva di punti reals,
AlY vopo basta osservare I’identita

B[(x, — ¢V + (s — Ya+ (X — Y3 =+ 2(p, 4 Py+- Py — Fyy— 73— 7T4),

da cui si desume che la curva c) giace sulla quadrica ottenuta
anpnullandone il (secondo e quindi pure il) primo membro. Poiche
il luogo dei punti reali situati su tale quadrica & il piano

T, — Y, ==Xy — Yy =2 — Y, =0,

e siccome & subito visto che questo piano non inconfra la curva ¢)
(neppure nel campo compliesso), cosl segue 1’ asserto.,

Riferiamoci da ultimo alla prima quartica di 1* specie definifa
in b), la quale, come sappiamo (n. 8), contiene quattro punti P
A priori potrebbe pensarsi che da essi potesse dedursi qualche altro
punto razionale della quartica, quale intersezione residua di questa
col piano congiungenfe tre punti scelti, con eventuali ripetizioni,
fra quei quattro. Si verifica perd subito che cosl non &, in quanto:

I quattro punti P della quartica sono complanari, e si ripar-
tiscono in due doppie tali che le tangentr alla quartica in punti di
coppte diverse sono fra loro incidenti, e che il piano osculatore alla
quartica 1 un punio di una coppia inconira la quartica wulterior-
mente nell’ altro punto di tale coppia.

Lia proiezione della quartica da un suo punto P — p. es. dal
punto (0, 1, 0, 1, 0, 1) — su di un piano non passante per quello
& pertanto una cubica piana, la quale, in corrispondenza ai
quattro punti P della quartica, contiene quattro punti razionali
formanti su essa una coufigurazione del secondo dei due tipi con.



ALCUNE QUESTYONI DIOWANTEE 43

siderati nel ¢rimo capoverso 4ol n 1. I equazione dI guesta cu-
bica pud p. es. cttenersi elimirando le x,, ¥,. z;, ¥y, fra le equa-
zioni della guartica » Te

== (2 =Y, + T+ )2, Y=, Y, Ly Yy, ZT=Uy— Y

TUn facile calcolo conduce cosl ad identificare tale equaziore con
quella deducibile dalla (1) col porvi ¢ == -— 1/12. In base al prime
teorema del n. 2, sl ha dunque che:
Tiascuna delle quartiche comsiderate (mel n. 8, b)) non coniienc
nessun punlo razionale ollre ai quaitro vunti P che 72 appartengone.
Cid completa la dimosfrazione del feorema enunciato nel n. 7.



