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Osservazionî sulla bisezione délie fimziou* t?Uittiche

di Weierstrass.

Nota di ITBAI,DO EICHABD ( a Tori no).

Sunto, - Si dimostra corne le note formule di bisezione délie funzioni ellit-
tiche di WEIERSTRASJS si possano ricavare, direttamente e con mezzi del
tutto elementari, dalV equazione di bisezione.

La formula di bisezione

— ex

è stata scritta esplicitamente da G. SANSONE (*) utilizzando i noti
legami tra funzioni di W E I E B S T R A S S e funzioni di JACOBI ; anche
nel più recente testo dello stesso Autore (2) si trova solo una Te-
rif ica diretta « a posteriori ».

Ritenendo che una soluzione diretta dell 'equazione di bisezione,
«he non faccia riçorso ne aile funzioni di JAOOBI ne (almeno espli-
citamente) alla teoria di G-ALOIS, abbia quai che interesse didattico,
mi sono riproposto il problema.

Bisezione délia ^ u . Eliminando le derivate dalla formula d idu -
plicazione si ricava subito F equazione di bisezione

(*) G. '̂ JSNSONE: La formula di bisezione délia ^u di WBIERSTRASS, e
un teon sui punti razionali délie cubiche ellitiiche a coefficienti razio*
nali. €.L ià. Ace. d'Italia», (7), 2 (1941), pp. 124-128. La formula (1) si
trova, proposta «orne esercizio al lettore, in E. T. WHITÏAKER: À Course o f
Modem Analysis, Cambridge, 1902, n. 183, pag. 384, con un errore di stampa.
Kelle successive edizioni, che portano anche il nome di G. 1S". WATSON,
riöbmpare coî retta col num. 20.33.

(2) G. SANSONE : Lezioni sulla teoria délie funzioni di una variabile
complessa. Padova, 1947, vol. II, cap. XI, n. 15.
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con le quattro radici

(3) ».

UBAL1X) RICHARD

= %

Trattando la (2) eon una delle cïassiche risolventi cubiche si
trova che Ie radici della risolvente si esprimono razionalmente
nel corpo K generato da ^u e dalle radici e n et, e3 delFequazione

In realtà il problema è ancora più elementare, in quanto la (2)
si trasforma facilmente in una reciproca generale (a).

Il teorema di addizione permette infatti di scrirere formule come

!\

(4)
dove

Sicchè, ponendo x = \ + eL, si trova la reciproca

¥ — 2a58 -H 6S' — 2am\ -+- m% = 0

a = 208« —e»)

m = Se^ — ̂  = — e ^ — e,).

Si ha poi

e ne discende subito la (1), dove occorre osservare che Ie otto com-
binazioni dei se^ûi dei tre radical! dànno al secondo membro
della (1) soltanto i quattro valori desiderati.

(8) Ij'equazione è senz'altro reoiproca se g3 = 0t Del resto, la trasfor-
mszione rieBce perché 1'equazione è normale in K e il sno gruppo di
OALOIS è il gruppo quadrinvolutorio.



OSSERVAZIONI SULLA BISEZÏONE DELLE FUNZIONI ELLITTICHE, ECC.

Per avere £C0—^(-x) occorre identificare \^u — et con la fun-
*I

zione uniforme — ; si ha cosl una formula oTunque valida (4).
au' ^ w

Bisezione délia ^'u. Per completare la teoria della bisezione
nell'ambito delle funzioni di "WEIERSTRASS scriviamo ancora ]a
formula relativa alla y'u. Derivando la (1) si ottiene subito:

2 ^ ( 2
q^\

= vç'-te — ( ̂ u — ex)[\/Hgw— e"-+-V^w —e3] —

_ ( squ _ e3)[Y ^ M — e, •+- V ̂ ^ — e j .

I segni dei tre radicali devono qui scegliersi in modo ene sia (5)

e il secondo membro della (5) assume allora i quattro valori

(6) xo=v'{£), as, =

che soddisfano a i r equazione di bisezione

i(7). x4 - 8 v fn* x* - (120, * u + 1803)xs + £rt
a — 27g^ = 0.

Non è perö semplice dedur re la (7) dalle formule di duplica-
:zione, e, non volendo usare Ie (5), è preferifcile de t e rmina re Ie
funzioni s immetr iche delle (6) mediante lo studio delle carat ter i -
rstiche dei poli.

(*) Soltanto cosï si ottiene per u—~0 la caratteristica prescritta. Cfr.
«G. SANSOSE: lezioni citate.

(5) La convenzione si accorda con la scelta V^t* — e , ^ - 2 - .


