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360

Curye e superficie quasi-asintotiche délia varietk di Grassmann
che rappresenta le rçtte di uno spazio lineare.

Nota di GITJIDO YAONA (a Bologna).

Snitto. • Si determinant) e caratteriseano geometricamente Ie curve quasi-
asintotiche Yi2- Ti3 e & superficie quasi-asintotiche o12? (q = 1, 2, 3) della
varietà di Grassmann ch$ rappresenta la totalttà delle rette di uno
spazio lineare»

1. Recentemente il prof. YILJJA, in una délie sue comunieazioni
al I I Congresso della Società Matematica Austriaca (Innsbruck,
settembre 1949), si è trattenuto f ra Pal^ro sull'interesse della ri-
cerca delle curve e delle varietà quasi-asintotiche dçlle varietà di
GRASSMANN e di altre ricerehe che ad essa si connettono.

In questa Nota espongo appunto alcuni risultati riguardanti Ie
quasi-asintotiche della varietà di GRASSMANN che rappresenta Ie
rette di uno spazio lineare Sn, riservandomi di ritornare sull' ar-
gomento in altro lavoro.

Più precisamente nel presente lavoro determino Ie curve quasi-
asintotiche Yis e ïia (nn- 3, 4) e le superficie quasi-asintotiche
<xlt«(g=l, 2, 3) (n. 5) dejla grassmanniana delle rette (*). Di esse
dö caratterizzazioni geoiftetriche <ïhe Ie pongono in relazione assai
8emplice colle cçrrispon(ïenti superficie e Fa rigate di Sn. Queste
caratterizzazioni lascianö int^avvedere Tesistenza di interessanti
legami fra le varietà qua^i-asù^totiche delle grassmanniane e i ca-

(*) II concetto di varietà quasi-^isintotica, appartenente ad una varietà,
è dovuto al BÖMPI^NÏ; si Veda aa es. BOMPIANI, Becenti progresêi nella
geometria proiettiva differensiale degïi iperspasi, « Proceed. of the fiith
Int. Congress of Mathem. », Cambridge (1912), vol. II , p. 24.

Una varietà Yh, appartenente ad una varietà Yk, si dice quasi^asinto-
tica o^s (0<;r < s) per Yk, quando V §{r)-osculatore a Yk in un punto ge-
nerico di Yh e V S(3)-osculatore ivi alla Yh hanno uno spasio congiungente
di dimensione inferióre all' orçlinario.

La specie q di una 7* quasil-asintotica (fe>l) è un carattere proiettivo,
introdotto dal YILLA, dipendehte dalla dimensione dello spazio congiun»
gente gli spâzi osculatO|ri di oui alla\definizione. Si veda: YILL^, Sulle su-
perficie quasi-asintotictye della Y4

6 di S8 che fappresenta Ie coppie di punti
di due piani, « Rend. Ace. d'Italia », ser. YII, vol. I, p. 229 (1940)*
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ratteri di sviluppabilita delle corrispondenti varietà laoghi di spazi
da esse rappreseutate.

I risultati ottenuti porgono anche un nuovo esempio di varietà che
posseggono superficie quasi-aeintotiche <rlt di tutte tre Ie specie (2).

2. Equazioni parametrióhe délia varietà di Grassmann tappre-
8entativa delle vette di Sa .

È ben noto che Ie rette di uno spazio lineare Sn vengono rap-
sentate biunivocamente, senza eccezioni, dai punti di una Tarietà»
algebrica razionale W(varietà di Grassmann\di dimensione t—2(n—1 ),

di ordme , _ ^ t — v di uno spazio lmeare jSp p = 1 9 I — IL

Nello spazio Sp, di coordinate proiettive omogenee pi3 (i, ,/—0,1,..., n ;

* <i)» W risulta intersezione compléta delle f . 1 quadriche di

equazioni
(!) 0

(*, j , h, k = 0, 1,..., n ; i<£j<h< fc).

Una rappresentazione parametrica di W, che useremo in seguito,'
è indicata in una classica Memoria del SEVERI (3). Se delle equa-

(*) Mentre è stata molto sviluppata la teoria delle curve quasi-asinto-
tiche, ad opera sopratutto del BOMPIANI e del VILLA, poco è stato fatto
finora sulle superficie e varietà quasi-asintotiche. Eeempi notevoli ed in-
teressanti sono stati dati dal VfLLA. Si vedano oltre al lavoro cit. nella (l)
i seguenti lavori: SulV annullarsi, in un punto, delïa matrice Jacobiana
di ra fumioni in n variabili, « Rend. Ace. d'Italia », ser. VII, vol. I I I ,
pt 209 (194*2); Sulle trasformasioni puntuali degenerij « Memorie Ace. di Bo-
logna », ser. IX, vol. IX, p. 19 (1942); Superficie delta V4

6 di Segre e relative
trasformasioni puntuali, « Memorie Ace. di Bologna », ser. IX, vol. IX,
p. 14B (1942); Sulle diresioni caratteristiche di una trasformazioue pun-
tuale, « Memorie Ace. di Bologna », ser. IX, vol. X, p. 7 (1943). In tali lavöri
l'A. détermina aloune classi di superficie e varietà quasi-asintotiche o12

e oi3 delle varie specie, appartenenti alla varietà di Segre che rappre-
senta Ie coppie di punti di due Bpazi lineari, caratterizzàndoie geome-
tricamente in relazione alle corrispondenti trasformazioni puntuali. Un
altro esempio è offerto dal BOGDAN (Sopra una classe di V3 che ammet-
tono una infinità di superficie quasi-asintotiche dipendente da una fun-
zione arbitraria, « Bend. Ace. dei Lincei », ser". VI, vol. XXVII, p. 62,1938) il
quale détermina analiticamente le superficie quasi-asintotiche o12* di una
classe di V$ costruite partendo dalla superficie di Veronese. Recente-
mente il LONGO (Sopra una classe di varietà che ammettono varietà subor-
ddnate quasif-asintotiche, « Rend. Ace. dei Lincei », ser. VIII, vol. V, p. 19,
1948) ha esteso 1'esempio dato dal BOGDAN.

(3) Si veda: SEVBRI, Sulla varietà che rapprêsenta gli spasï subordinati
di data dimensione, immersi in uno spazio ïinearej « An#ali di Materna-
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zioni (1) si considerano Ie f ^ ) ottenute ponendo i = 0, j = 1,

ossia Ie
= O (h, fc = 2, 3,...-, » ;

si ottiene la rappresentazione di una varietà W-h M che si spezza
uella grassmanniana W e in una varietà M appartenente ail' iper-
piano pQ1 == 0. Blsolvendo le (2) rispetto &phk, avendo posto jp01 — 1,
j»Off = wff, p l M = wM + n-i j si ha la seguente rappresentazione para-
metrica di W

Poi - 1

(3) p l w = i*m+»-i

(h, k, g, m — % 3 , . . . , n; h < k).

Si osservi che, avendo tolto l'omogeneità ponenclo pQ1 = 1, le (8)
non rappresentano i punti di M e contemporaneamente i punti
di W deir iperpiano p01 = 0. Apparirà evidente che taie particola-
rità non lede .la generalità dei problemi trattati in seguito.

3. Curve quasi-asintoliche yiz di W.
La varietà W possiede una infinità di-curve quasi-asintotiche ^n,

dipendente da funzioni arbitrarie, che si possono assai semplice-
menfce caratterizzare ponendole in relazione aile superficie rigate
di Sn che esse rappresentano. Si ha :

Le curve quasi-asintotiche ylt délia varietà di Grassmann che
rappresenta le rette di SD sono tutte e sole le curve che sono imma-
gini di superficie .rigate sviluppabili, o in particolare di coni e ri-
gate piane.

È intanto evidente che fra le quasi-asintotiche yn di W figurano
le curve tracciâte sugli spazi lineari appartenenti a W, che sono
immagini o di coni o di rigate piane (4). Viceversa ogni cono o
rigata piana è rappresentato da una di quelle curve. Esclusi questi
casi, dimostriamo che ogni quasi^asintotica YÏ2 è immagine di una
rigata sviluppabile e viceversa.

tica », ser. I I I , vol. XXIV, pp. 106-107 (1915). A questa Memoria riman-
diamo per le proprietà fondamentali delle grassmanniane. "̂ """̂

(4) Gli unici spazi lineari giaeenii su W sono gli oow Sn—iy immagini cia-
scuno delle rette, di Sn paseanti per un punto, e gli oo3(m-° piani, imma-
gini dei piani rigati di Sn . Si veda ad. es.: TERRACINI, Las variedades de
Grassmann j las ecuaciónes en derivadas pardales.de primer orden en.el
caso de mas variables independientes, « Eevista de Mat. j Fis. teór. de la
Univ. ISTac. de Tucumân », vol. IV, p. 368 (1944).
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Sia y u u a curva di IV (non appartenante ad uno spazio line are
di W) rap present at a dalle (3} dove si pon ga

U) ur = ur{r) (r — â, 3, ... , 2« — 1).

Affinchè Y sia quasi-asintotica Y12 occorre e basta che siano nulli
tutti i miiiori di ordine massiiuo esfcratti dalla matrice le cui righe
sono costituite dalle coordinate (li un pimto P.geuerico di ?, dei
pimti derivati primi di P su W e del purito derivato secondo di P
su Y- Bi trova che Ie H,.(T) devono soddisfare Ie equazioni diffe-
lenziali

dove gli apici indicaiio dérivazioiie rispetto a T e X è una f unzioiie
<li'T, per Ie ipotesi fatte, 11011 ideiitieaineiite iiulla. D'aitra parte la
j.'igata di Sn rappresentata da Y Ö il luogo del Ie rette congiungeiiti
i punti A e B di coordinate omogenee

1, w2, n 3 . . . , «•„); S{— 1, 0, t t „ + 1 , n u + 2 , . . . , «a,,-!),

e quindi luogo del punto

X = A-*-vB.

Il piano tangente in un punto di una génératrice generica AB
v il piano dei punti A, B, A' -t- tijB' [ii' e JÖ' essendo i punti di coor-
dinate (0, 0, te,',..., w«'), (0, 0, ï t '»+ 1 , . . . , «' ï l t-i)]. Ma per Ie (5) si ha
A' = J5'j oude il piano tangente nei punti di una generica géné-
ratrice è fisso e la rigata è sviluppabile.

Si vérifie a imniediatamente che è ver o il vice versa. Basta as-
sumere una rappresentazione jDarametrica di una generica rigata
sviluppabile X — A -t- vB in guisa che i punti A e B descrivano
Ie curve intersezione della rigata cogli iperpiani xQ^=z 0 e X j ^ O
rispettivamente.

Si ha pure :
Le curve quasi-asintotiche Yu di W sono tutte e sole quelle le

oui tangenti giacciono su W.
Infatti se una curva Y di W è quasi-asintotica y1%, ogni sua tan-

gente ha tre punti, infinitamente vicini, appartenenti a W. Ma è
evidente che ogni retta avente tre punti su W (che è intersezione
di quadriche) vi appartiene. Yiceversa se Y ha le sue tangenti
giacenti su "W, la superficie rigata sviluppabile circoscritta a Y
sta su W, i suoi piani tangenti (osculatori a Y) appartengono ai
relativi St tangenti a W e perciö Y è quasi asintotica ylt.
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Dai due teorémi precedenti segue il risultato noto (°) :
Affinchè una rigata delló spaziö ordinario o di un iperspazio

sia sviluppabile (o, in particolare, sia un cono), ocoorre e basta che
la sua imagine sullâ* grassraanniana delle rette sia una curva Ie
cui tangenti giacciano su taie grassmanniana.

4. Curve quaët-asintotiche y13 di W.
Le curve quasi-asintotiche YIB di W sono c&ratterizzate dal se

guenté" teorema :
Le curve qtâaâi-asintoUche Y13, non Y12, délia varietà di Ghrass-

mann che rappresenta le relie di Sn (n 2> 3) sono tutte e sole le curve
che sono immagini di superficie rig .te sghembe immer se in spazi S8

di Sn (
6).

Sia y una curva di W di equazioni (3) e (4) e supponiamo che
non sia quasi-asintotica Yn-

Affinchè Y sia quasi-àsintotica Yu occorre e basta che siano
nulli tutti i minori di ordine m a s si in o estratti dalla matrice le cui
righe sono formate colle coordinale di un punto P generico di y,
dei punti derivati primi $i P su W e dei panti derivati secondo
e terzo di P su Y» ma non tutti 1 minori d'ordine massimo estratti
dalla matrice ottenuta dalla précédente sopprimendo Fui tinta riga.

Da tali condizioni si trae che le ur(r) devono annullare tutti i
minori del 2° ordinre estratti dalla matrice

dove ^w=='

" (h, k = 2, 3 , . . , n; h < fc),
1 hk 11

hk è la derivata di $hk rispetto a T,

ma non- devono annullare tutte le fa*
Si consideri la rigata di Sn, rappresentata da Y> X=A -+~VB,

dove A e B hanno çoordinate date dalle (6).-Si asservi che le pAJk

sono le çoordinate grassmanniane delle rette A'B' congiungenti i
punti derivati primi di A e B, Le condizioni analitiche che devono
essere soddisfatte perché .y sia una yj3, geometricamente, signi-
ficano che la curva ai W -immagine delle rette A'B' si riduce ad
un panto. Segue che la retta A'B' è fissa e i punti A^ B'3 A" -H VB"
sono allineati. Lo; spazio ${2) osculatore in un punto generico X
délia rigata, individuato dai punti A, B, A', B', A" -h vB", ha di-
meneione 3. Ma allora la superficie è immersa in u n S , o è una

(ö) Si veda: B. SRGRB, Trasporti rigidi di vettori, e geometria délia
retta, « Annâlî di Matematica », ser. IY, vol. XXVII, p. 272 (1948).

(6) Evidentemente se w = 3 ogni curvs di W è Yi3-
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rigata sviluppabile. Poichè è escluso che si tratti di una svilup-
pabile, non essendo y una y12 (n. 3), si conclude che essa è una
rigata sghemba immersa in un S8.-

Viceversa la curva iinmagine di una rigata sghemba immersa
in un Sz appartiene alla V^ di KLEIN di W che rappresenta Ie
rette di quell' JS3» E siccome taie Y f sta in un JS5, ogni sua curva
è quasi-asintotida yn per essa. Il teorema è cosï dimostrato poichè
è evidente che se una curva è quasi-asintotica di indici r, s per
una varietà Vk giacente su una Vj, lo è anche per la VA.

OSSERVAZIONE. - Dal teorema précédente scende evidentemente
che: Le curve quasi-asintotiche ylg, non ylt, di W sono tutte e sole
quelle tracciate sulle Y4" di Klein di W, Ie cui tangenti non giac-
ciono su W.

5. Superficie quasi-asintotiche <rl2 di W.
La varietà W possiede una infinità di superficie quasi-asinto-

tiche oru, dipendente da funzioni arbitrarie, di tutte tre Ie specie.
a) Per Ie o-j2

3, quasi-asintotiche <rw di 3a specie, cioè tali che
UJS(2) osculatore alla superficie in un suo punto generico appar-
tiene alVSt tangente ivi a W, si ha:

Le superficie quasi-asintotiche <ris
3 délia varietà di Grassmann

rappresentativa delle rette di Sn sono, oltre ai piani immagini dei
piani rigati di Sn, tutte e sole le superficie rappresentative dei coni
di Sn proiettanti da un punto una superficie.

Se er è una superficie quasi-asintotica <7lt
3, palesemente ogni sua

curva è quasi-asintotica y-n per W. Consideriamo ora la oo2 di rette
rappresentala da v. Siccome ogni curva di <r è quasi asintotica Y,t,
per. il teorema del n. 3, tutte le superficie rigatè della oo* sono
s viluppabili. Ma ciö, come è ben notp (7), vuol dire che la oo* si
compone di rette passant! per un punto o giacenti iu'un piano.

Jja proposizione inversa è immediata quando si pensi che ogni oo*
di rette passanti per un punto ö giacenti in un piano ha per imma-
gine su W una superficie tracciata su uno spazio lineare apparte-
nente a W.

OSSEBVAZIONE. - Scende dal teorema précédente che Ie super.
ficie quasi-asintotiche a12

3 di W sono tutte e sole le superficie trac-
ciate sugli spazi lineari di W.

b) P e r Ie <r12
2, quasi-asintotiche vn di 2a specie, tali cioè che

V S(2) osculatore alla superficie in un suo pupto generico e 1' St

tangente ivi a W hanno uno spassio c0ngiungente di dimensione
t-\~l, si ha .

(7) Si veda: C. SEGRB, Preliminari di una teoria delle varietà îuoghi
di spasi, «Eend. Circolo Mat di Palermo »,. vol. XXX, p. 'Ül (1910).



366 GUIDO VAONA

Le superficie <Jn
2, non o-12

3, délia varietà di Gras&mann rappre-
sentativa délie relie di SQ sono tutte e soie quelle che rappresentano Y3

di S n , luogo di ooa relie non passanti per un punto, avenu TS3 tan-
gente fisso lungo ogni relia.

Sia ff una superficie di W e supponiamo che non sia quasi-
asintotica <r12

3. Essa sia rappresentata dalle (3) dove si ponga

(7) = 2, 3, 2n—1).

Consideriamo la matrice, avente 2(n -+- 1) righe, i cui elementi
sono costituiti ordinatamente dalle coordinate di un punto P ge-
nerico di <r, dei 2(n — 1) punti derivati primi di P su W e dei tre
punti derivati secondi di P su <r. Perché a sia quasi-asintotica o-12

2

occorre e basta che taie matrice abbia caratteristica 2n. Da ciö si
deduce che le ur devono annullare tutti i minori del 2° ordine
estratti dalla matrice

*,,. !l

(8) P«
tkk

ih, fc = w;

ma non tutti gli elementi 'délia medesima, dove si è posto

*** —
fr+n-1

» * •

e gli indici 1, 2 in alto indicano derivazione parziale délie ur ri-
sperto a T15 T2. Si consideri la F3 di Sn rappreventata su W da a.
Questa è il luogo del punto X =• A -+- vB, dove A, B sono i punti
aventi per coordinate le (6), essendo le ur date dalle (7). Si osservi
che le ocA£ sono le coordinate grassmanniane délia retta.^i?1, le ykk

quelle délia retta A2B'2 (8). L'essere nulli tutti i minori del 2° or-
dine délia (8) significa intanto che le due rette A1 S'1, A*B2 coihci-
dono o sono entrambe indeterminate^ o una sola è indeterminata.
Nel I e II caso è manifesto che V S3 tangente in un punto gene-
rico X di una génératrice, individuato dai punti A, B} A1 -H vBl,
A2 -+- vB2, è fisso al variare del punto sulla génératrice. Nel III
caso, se ad es. è indeterminata la retta AlBl poichè coincidono i
punti A1 e Bl, si osservi che le $kk rappresentano le coordinate

(8) A1, Bl
9 A2, B2 rappresentano i punti derivati di A e B rispetto a xJ?

x2- ad es. A1 è il punto di coordinate (0, 0, u^, ...un
l).
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grassmanniane della retta AxBl -+- 1A2A1 (9). Per Ie condizioni poste
tale retta deve coinoid ere colla A*Bl dal chè segue la conclusione
stessa (10).

Invertendo il ragionamento précédente e assumendo una rap-
sentazione parametrica di una Vn, X = A-+-vBt in modo che i
punti A e B descrivano due superficie degli iperpiani xQ = 0 e
xx = 0 rispettivamente, si dimostra la proposizione inversa.

c) Infine per Ie a1^ di la specie, talipoè che I'S(2) osculafore
alla superficie in un suo punto generico a 1' St tangente ivi a W
hanno uno spazio congiungentë di dimensionë t -+- 2, si ha :

Le superficie quasir-asintotiche <ru\ non <r]8
2 nè <r12

3, dellà varietà
di Grassmann ràppresentativa delle rette di Sn (n > 3) sono tutte e
sole quelle che rappresentano Y8, luogo di co* rette, aventi un piano
tangente fisso lungo ogni retta e TSj, tangente variabile.

Affinchè una superficie er di W, di equazioni (3) e (7), sia quasi-
asintotica crl?

1, ma non (r]S* nè CT^3, occorre e basta che le ur an-
nullino. tutti i minori del 3° ordine estratti della matrice (8), ma
non tutti quelli del 2°. Se sono nulli tutti i minori del 3Ó ordine
estratti dalla matrice (8) sono nulli anche quelli del 3° ordine
estratti dalla

(9)

Siccome ïe &kk~*~'v$hk~*~vlmfhk s°no Ie coordinate grassmanniane
della retta congiungentë i punti Ax-hvA2, Bl -h vB2, Ie precedenti
condizioni assicurano che Ie rette Ax'Bl, A2B*, Al -+• vA2Bl -+- vB2

stanno in un fascio o una di esse è indeterminata. In ogni caso
ne dériva che stanno pure in un fascio Ie rette congiungenti i
punti J.1 H- vB1, A% H- vB* e che perciö lungo ogni génératrice vi è
un piano tangente fisso, che è quello che la congiunge col centro
di detto fascio.

Assumendo la rappresentazione parametrica di una Vj corne è
stato indicato in b), si prova Pinverso;

(9) Con AiBl~^-XAtAi denotiamo la retta avente per coordinate grassman-
niane la corrispondente combinazione lineare delle coordinate delle rette

(10) Se poi Ai è indeterminato Ie pAA sono Ie coordinate della AZB{ e
se ne trae subito la stessa conclusione.


