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Le equazioni canonieke del moto di un sistema anolonomo
come sistema associato a un determinato pfaffiano*

Nota di CATALBO AGOSTI^ELLI (a Torino).

Sunfo. - Si dimostra come, analogamente a quanto avviene per Ie equazioni
canonieke del moto di un sistema olonomo, anche Ie equasioni del moto
di un sistema anolonomo, ridotte a forma canonica, si possono ottenere
come sistema associato a un determinato pfaffiano.

1. Consideriamo un sistema materiale la cui posizione in ogni
istante si possa individuare mediante n parametri lagrangiani
#M &)•••) <Z«> sollecitato da forze derivanti (ia un potenziale

e sottoposto inoltre ad m <Z n vincoli di mobilità anolonomi.
Introducendo n — m caratteristiche cinetiche w^ w8J..., w„_m,

questi vincoli si possono esprimere, come si sa, mediante relazioni
della forma

(1) qr J*ï£$rht»k, (r = 1, 2, . . . , n ; «0 = X)
o

ove i coefficienti prh sono funzioni delle q e di £. La (1) sarà valida
anche per r = 0, con Ie convenzioni :

Ponendo cfë7l = t^hdt, ove Ie d?A sono differenziali di quasi çoor-
dinate nel senso di WHITTAKER f1), Ie (1) si possono scrivere anche

(10 dqr = ï£$rhdlh, (r = 0,1, 2,..., n ; dqQ = dl, = d*).
o

1 »
Detta ora T = Ö 2 r s arsgrgs, la forza viva del sistema, in virtu

•a o

delle (1) essa assume la forma

2 o
h h

 o
r'

(l) E. T. WHITTAKER, Analytical Dynamics, * Cambridge University
Press », p. 41, 1927.
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e Ie equazioni del moto del sistema risnltano (2)

ore, avuto riguardo alle p/), si è indicata con ==- Poperazione dif-
ferenziale

rr- Z^. 2ir pr^ "5=— j y* . ^ U, Xj a, . . . , 71 — "*h

ed è inoltre
n

Ponendo ancora

p f c = — , (fc = l, 2,..., » - m ; i f =

Ie (2) equivalgono al sistema di 2(w — m) equazioni canoniche

uelle quali la funzione caratteristica H Ta espressa in termini

délie g e delle p, ed ore per convenzione è r— = *»0 = 1.
Alle (3) vanno naturalmente associate Ie equazioni (1) dei vin-

coli che ora diventano
«—m $f£

9 , = 2»P«=- , (r = l, 2,...,»).
0 °Ph

2. Yogliamo ora vedere come il sistema di equazioni canoniche (3)
coincide col sistema di equazioni associate al pfaffiano

ove la H si consideri funzione delle ph e delle quasi coordinate \h.
Infatti il covariante btlineare (a) 4> del pfaffiano (4) è espresso da

n—m n—m
<P = ZK (hphdlh - dph^h) H- Shi)h(Sd?fc » d8?A) -IH-dt + dR- M.

(?) Yedi ad es. C. AQOSTINELLI, iStfî emi anolonomi a çaratteristiche ei*
wetiche separate, ecc, (« Atti del Seminario Matematico e Risico deirUni-
versità di Modena », vol. II, 1947-48). Idem, SulV applicabilité del môtodù di
Jacobi délia meccanica analitica ai sistetni anolonomi, (In cor&o di stampa
nei c Kendiconti dell'Accademia dei Lincei »}.

(3) Per Ie considerazioni_api pfaffiani e i relatiyi covarianti bilineari
ad es. : T, !LEVI-GI\UTA e TT. AMALDI, Lesioni di Meccanica r^sionaley

II , P. H. Zanichelli, Bolögna, 1927.
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Poichè
3 y n—m

si ha successivamente
n—m n—m

n-~m n—m

»4 r
G 0

M S i Sr.
0 0

Ma

"zTmhAJ - d(KK)] = Ma, - dïg. = 0,
0

segue perciö facilmente

cioè

XphK - *5à) = " S * Ti,
1 0

Esplicitando il SH risulta

e quindi infine si ha
«—m n—m «—m «—m

II sistema associato al pfaffiano (4) è, corn' è noto (4), quello che
esprime le condizioni nece^sarie e sufficienti affinchè il corri-
spondente covariante bilineare <P sia identicamente nullo per ogni
scelta arbitraria degli incrementi

Detto sistema associato, che al pari del corariante bilineare da
cui dériva, è intariante di fronte a ogni cambiamento di variabili,

(*) Yedi 3P. I«vi-CivrrA e F. AMALDI, loco citato, in (8).
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è dunque nel nostro caso:

(5) d\h dt = 0, dph ••*• S,-i Y,-, fci.w,-^;t H- ^r- d£ = 0,

(6) dH—^dt —WS* Yi, ofcM'ft = °-

Ora, poichè CÏ;A = wAd̂ , Ie (5) coincidono proprio con Ie equa-
zioni canoniche (3). La (6) è poi conseguenza delle precedenti.

Invero, tenendo conto delle equazioni canoniche si ha successi-
v amen te

u
oH n—mn—m

Ma
n—m

"kk Xi, kh *ofcwt = 0, p o i c h è Yi, kh = — Ti, ftA »

ne segue
nt7T n TT n—m n—m

che non differisce dalla (6) quando si osservi che yi;00 = 0,
'Ne concludiamo che Ie equazioni del moto di un sistema una-

lonomo ridotte alla forma canonica (3), coincidono col sistema <is-
sociato al pfaffiano (4).

~dt - fr


