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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Su una disuguaglianza relativa ai polinomi di Legendre.

Nota di GIoOvANNI SANSONE (a Firenze).

Sunto. « 8¢ studia la differenza Pn? — Pni1Pn—1 per x > 1 ¢ si stabilisce
una limitazione per Pny1/Pn.

. a)Se | P(x)l, Py=1, P,(x) = 2"n!)~[d*(x® — 1)"/dx"], (n=1, ...
¢ la successione dei polinomi di LLEGENDRE, G. Szrcdé ('), ha dato
quattro dimostrazioni della disuguaglianza di P. TUrRAN

(11) An(x) = [“Pn(w)]2 - Pﬂ—‘l(x)P'l‘&-l(w) 2 03 (nz 1’ - 1 gxg 1))

)

e a questa, in una nota precedente (*) abbiamo sostituito una limi-.
tazione piut forte

1— P,x Pl20) — P,z
0 < gt < ae) < 8,0+ R it i<ty

Vogliamo ora completare lo studio di A,(x) per |z |=>1, ed es.
sendo A,(x) pari, bastera limitarci al caso x > 1.

b) Si ha (3
1
@) 80) — g Ale) = — iy Pl Pf)

() G, Szeco: On an inequality of P. Turdn concerning Legendre po-
lynomials, « Bull. of the Am. Math.: Soc. », 54 (1948), pp. 401-405.

(®) G. SaNSONE: Su una disuguaglionza di P. Turdn relativa ai poli-
nomi di Legendre; « Boll. Un. Mat. It. », (3), 4 (1949), pp. 221-223. Nella (7)
vi & un evidente errore di stampa: il'denominatore & 2n(n + 1).

(®) Cfr. G. SANSONE: nota cit. in (2), formula (4).
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e da questa equazione differenziale lineare integrando jotteniamo

sy = V=1 1)fP\"/(2P |

e poich® lim A, (x)/(x* —1)'/s=0, ne viene
=—s14-0 ’ .

V@ —1 P,,tP’ N
— A, (x) = P 1) f \/(tz dt n=1, x>1),
e percid
1y Afr) <0  per =1, x>1

Ora P,(1)=1, P',()=mn(n +1)/2, ed essendo P,(t), P’} cre-
scenti per § =1 ne viene che A, (x) & negativo, decrescente per x> 1, e
3) lim A, (x) = — co.

& w— 00
¢)- Una seconda -dimostrazione della decrescenza di A,(x) in
(1, + oo), di natura algebrica & la seguente.
Per la (2) se un valore di #>1 annullasse A’,(x), le funzioni
A, (x) ¢ — P¢x)P,’(x) avrebbero segno contrario, e poiche
— P (x)P,/(x) < O per =1
ne viene che
@ A@),  AJS@), — P,(x)P)(x)
formano una successione di STurM in (1 +¢& 4 o0), e>0.
-Bssendo A(l)=0, A1) =—1,si pud scegliere ¢ cos piccolo in

guisa _che risulti
A (146 <O, -A,,’(i +¢6 <0, — P,(1 + a)é,,(l +¢) <0,

cioe la successione (4).per x =1+ ¢ presenta due permanenze, e
siccome crescendo a questa mon pud -acquistare variazioni (*) ne
segue che per x> 1 @&

A, (x) <0, A (x) < 0.
d) Dalla (3) (per > 1) si ha
(5, P (@) | Ppe) < Prya() [ Pal),

ma lim P, (x)/P.(x)=a+ Var= 1'(5), e ne segue
N w—s OO .

() 0 < Popy@)/Polt) <+ VF—1, (@>1, n=1,..).

(*) Cir. ad es.-M. CrroLLA: Analisi Algebrica e introdusione al Calcolo
Infinitesimale, (3* ed., Principato, Milano, 1948), p. 430.

(5) Cfr. G. SANSONE: Equazioni Differenziali nel Campo Reale, I (2° ed.,
Bologna, 1948),. p. 161.
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B poi noto che posto E=—a+ Var — 1, per il rapporto

P @)/ P(x)
vale la formula di approssimazione asintotica (%)
1P@) 1 L 1
®) TP —l'Tam+D ImFyen—pnz+ EO
con :
r 3 1
(6,) R < '

+ E—17



