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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Su una disuguaglianza relativa ai polinomi di Legendre.

Nota di GIOVANNI SANSONE (a Firenze).

Sunto. • Si studia la differenza Pu2— Pn+iPn—i per x >• 1 e si stabilisée
una limitazione per Pn+j/Pn-

a) Se | Pn(x) |, P o = 1, Pn(x) = (2"n !)"][d-(x2 - l)njdx% ( » = 1,.
è la successione dei polinomi di LEGKENDRE, Gr. SZEGÖ (J), ha ^
quattro dimostrazioni della disuguaglianza di P. TTTRÀN

(1.) „̂(0!) = [PJas)]» - Pn^(x)Pn+1(x) ^ 0 , ( n ^ 1,

e a questa, in una nota précédente (*) abbiamo soetituito una limi-
tazione più forte

Yogliamo ora completare lo studio di An(#) per | x \ > 1, ed es-
sendo &n(x) pari, basterà limitarci al caso x ;> 1.

6) Si ha (8)

(!) G-, SZBGÖ : On an inequality of P. Turdn concerning Legendre po-
lynomials, « Buil. of the Am. Math. Soc. », 54 (1948), pp. 401-405.

(2) GL SANSONB : Su una disuguagliansa di P. Turen relativa ai poli-
nomi di Legendre] *"Boïl. Un. Mat. It. », (3), 4 (1949), pp. 221-223. T^ella (7)
vi è uu evidente errore di stampa: il denominatore è 2n(n-i- 1).

(3) Cfr. Gk SANSONE : nota cit. in (2), formula (4).
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e da questa equazione differenziale lineare integrando [otteniamo

e poiehè l im A (x)/(x2—1)1'9 = 0, ne viene
a t 1 + 0

• ~ \

e perciö
(ls) \(x) < O per n ^ 1, a? > 1.

Ora Pw(i) = 1, P'„(l) = w(w-f-i)/2, ed essendo P«(£), P'n^) c r e "
scenti per f ; > 1 ne viene che An(a;) h negativo, decrescente per x> 1, e

(3) lim AM(a;) = — oo.

c) Una seconda dimostrazione délia decrescenza di ^Jx) in
(1, H- oo), di natura algebrica è la seguente.

Per la (2) se un yalore di x > 1 annullasse A'n(a;), le funzioni
An(x) e —P$x)Pn\x) avrebbero segno contrario, e poichè

— Pn(x)Pu'(x) < 0 per aï ̂  1
ne viene che

formano una successione di STTTBM in (1 -K e, -+- oo), e > 0.
Essendo A(i) = 0, An'(i) = — 1, si puè scegliere e cosl piccolo in

gui sa che risulti /

A^l + . ) < 0, An'(l -+-£)< 0, - PM(1 + B)P/n(l -H e ) < 0,

cioè la successione (4), per a; = l~f-s présenta due permanenze, e
siccome crescendo x questa non puö acquistare variazioni (*) ne
segue che per a î > l è

An(x) < 0, A'M(aï) < 0.

d) Dalla (3) (per x > 1) si ha

-!<*)/P.(S),

ma lim Pn+I(a;)/Pn(a!) = x-t- V* s —1 (5)> e n e

(5,)" °° • i â i r : : : ï

(4) Çfr. ad es. M. CIPOLLA: Analist 4-lgeWica e introdusione aï Galcolo
Infinitésimale, ($* éd., Prineipato^ Mïlano, 1948), p. 430.

(5) Cfr. 0 . SANSONE: Equazioni Differensiali nel Campo Beafy 1 (2a éd.,
Bologna, 1948), p. ifil.
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È poi noto che posto l = x -f- Va?* — 1, per il rapporto

vale la formula di approssimazione asintotica (6)

I K + I ( x ) _ . 1 1
l° l j ; ï P ( ) ~" 2( +

con

(6.) ••«(5)1

-h 1) 2(n + ï)(2n —

r 3 î

1 (E


