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Osservazioni su particolari funzioni di Kummer.

Nota di LerreErio ToscaNo (a Messina).

Sunto - St studia la particolare funzione dv KummMer |F,(— n; — kn; x) con
n e k wnteri positivr, e per k=2 si confronta con altra funzione iper-
geometrica del tipo ,F,. Segue qualche alira considerazione, analoga e
pin generale.

1. B noto che la funzione ipergeometrica di KuMMER & defi-

nita dalla

X

«, 2) X

Ys ¢

eMg

IFJ(“; Y )= 2,

-
B

- (%) Cfr. ad es. L. ToNeLL1: Serie trigonometriche (Bologna 1928), pag. 67.
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E vediamo di esaminarla nel caso a—=—mn, y= —Fkn, con »
e k interi positivi.

.Essa pud considerarsi come somma di tre funzioni, che da essa
si deducono facendo variare l’indice %4 mnei successivi intervalli
0, n), (m +1, kn), (kn + 1, co).

La prima funzione, con i polinomi di LLAGUERRE

(a+1, n)
L, @(@) = == By~ n; a+1; a),
ci da
2 (—m, 3) 2 (—1)"n!(k—1n)!

il oy e S Fm) 1 L0 @).

La seconda & nulla.
Per la terza si ha

© (—m i) ¥ _(—1)*Vmgl e (f—1m+id)! af!

. _ = kn+ . —_—
ki1 (— Fom, ) 4 Bn)t  © S m i+ 1)l 41
_EnenE T m) e (B el )

Fe(ken) | (o & 1) 1 5 bn 2, 4) 4l

(=12l —1n)!
k(kn)! (kn + 1)!

ar L Bk — 1n+ 15 kn + 2; x).
Vale quindi
Ekn)! (kn + 1)\ F\(—n; —kn; x)+
(1) 4 (— 1)E=Dntin 1 An)la ) Fk—1n + 1; kn + 2; o)

=(—1)k-n!(k — 1n) ' (kn + 1)! L, V(x)-
Per k=2 si ha la relazione

2@2n)! 2n + 1)\ Fi(—n; —2n; x)+
2 4+ (— 1)t intn g™ Fin+1; 20+ 2; x)

=(—1)2.n'!'n!(2n + 1)! L, ‘" D(x),

in cui le funzioni di KUMMER sono dello stesso tipo, e cioe, in
entrambe, il parametro y & doppio di «. Per tali funzioni vale la
formula di KuMMER (%)

x

3 1 a
WALH 2’1;:1}):8017'.0(-{-2; 1_6;

() HuMBERT P.: Monographie des polynomes de Kummer, « Nouvelles
Ann. de Mathématiques », s. 5, T. 1, 1922,
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e la precedente pud cosl assumere la forma

z 1
2(2n) ! (2n + 1)! eQOF,(— "+ g5 ié) ~+
z 3 =z
{3) + (— )" nln! x?““e?oFl(n +355 1_6)
=(—1)2-n!n!@n+1)! L " V),
o Valtra (2= —1)
(—1)n!

(4) L, —"=V(2eq) = e~ l/’a’ ‘J W) + e(— 1T, _t(x)
(2€w)n n - ? "+§\ _‘N_? ?

introducendo le funzioni di BrsseL.

2. La (4) non & da ritenersi nuova. Sotto altra forma trovasi in
lavori di CurzoN () e di BorponI (%), dedotta con diverso procedi-
mento. Quest’ ultimo autore presenta il primo membro della (4)
nella forma

f,,(sac):,F( n,n+ 1; 290)

ed & facile stabilirne 1’ equivalenza.
Infatti per i polinomi ipergeometrici si ha (¥)

JH(—m, B y; )=
@G G

1
~ ,n)(— )112F1(~n’_”—Y+1;—'"'—‘p'+1;5:)7
e facendo x = yx e procedendo al limite per y— oo, si deduce

6) T b5 @) =@ w—aF (s —n—p+ 15 1)

Da questa segue, come si voleva,

— 1y !
f(ex) = ( n, w+ 1; 99::) —L@;T?—L”‘—?"—”(st).

(*) Curzon H. E. J.: Generalisation of the Herwite functions and their
connexion with the Bessel functions, « Proceedings of the London Mathe-
matical Society », s. 2. v, 13, 1913

(®) BorpoNI P. G.: Sulle funzioni di Stokes, « Commentationes - Ponti-
ficia Accademia Scientiarum », Anno IX, v. IX, n. 8, 1945..

(4) ToscaNo L.: Sui polinomi ipergeometrici, « Bollettino Unione Mate-
matica Italiana », s. II, Anno I. 1939.



OSSEVAZIONI SU PARTICOLARI FUNZIONI DI KUMMER 77

La funzione f,(ex) ¢ detta da BorpONI funzione di StokEs di
prima specie, e qui si vede che essa & intimamente legata ai po-
linomi di KuMMER (0 di LAGUERRE).

3. La (6), che ci ha consentito il precedente confronto, ed altra
estensione che sara qui fatta — ed altre che si possono fare —
sono utili per stabilire 1’equivalenza di relazioni che apparente-
mente sembrano diverse. Cosl dalle relazioni (%)

x+B o+B+1

Fo, B3 @uFilo, 85 — ) = (o, 8, 50, 5 s 4o

&

e v+ 15 %), Fi(e; y+1; —x)—

+1 y+2 a°
:ZF(’Y+1_“’ Y+1, 12—9 '{—T; Z)9

(RAMANUJAN)

applicando la (6) e operando qualche mutamento di notazioni, si

hanno le particolari
(0 1L, @)L, 0 - @) =
g

—1 4
=(apd(—m —n— — b — BT o )

(’l’l/ !)?LIZ‘B)(x)Ln‘B)(_— w) -
(8)

:(ﬁ+1,n)’,F< w, ®+p+1; p+1pt —2 ,i—i—)

E una volta stabilita 1’equivalenza dei primi membri, rimane
da stabilire quella dei secondi membri. Si ha

(B+1, n)
G+1,9)
(n+3+1,n)
(n+3+1,49)°

(—n-—38, n—1i)=(— 1)**

(—2%n —38, n—14)=(—1)""
da cui

(— w)F(—n i e T e R T

Y I =
R = L Th

(®) BaiLey W. N.: Products of gemeralized hypergeometric series, « Pro-
ceedings of the Liondon Mathematical Society. s. 2, v. 28, 1928.
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I %l (—mn, n—i)(—n—;:,_n;@iﬁ;,n; _g;;;—jl()'—n-—%j, n—i) (

B B+1, n) (Iﬁ_;—l, n)('(%Q, n)zm %

m? 1
i)

= (—m, f)n+B+1, ) (ﬁ),
m+B+1, n ~ L, i)(p—“;, z)(g%g, z)“ 1)
Ma
an(BE1 (B 42,
( (: + pﬂ(L 241,) %) = (n(ﬁ:;i ?")n) =@+1,n),
e quindi

, 1 4
©) (eraf=n —n—p—n =gy —n b o, )
=@+t (= me gt gt BT BEE 2,

Questa’ relazione prova che le (7) e (Q) sono equivalenti.

4. Per un’ultima applicazione della (6) consideriamo la relazione (¥)

o Fo(ay 1 —o; 2) BB, 1 —B; —a)=

. 1+o—B 1—a+B a+8 2——«——3.' 1
_A'Flk 2 s 2 > 2 b 2 y 2’ 4.’,02)

2+a—pB 2—a ® 1 3—a—B 3
R e e R e )

Se a =-—m e B = — n, con m ed n interi positivi, si ha
(___ 1)"’”’1/ ! n ! mm-)—nL (—2m-—1)<___ }_)L (—zn—l)(_]:) —
m € n w’
Il—m—+n 1l+~m—n —m—n 2+m+n 1
(10) = 4F1< 2 > B) > B) 3 2 5 5 5 45132)

2—m+n 2+m—n —m—n+1 3+m—+n 3
+(”"—m)(m* ”+1)m4F1( 2 ) 2 3 b} 3 B) ; §; 4:1}’).

E per m ==
(11) (— )™n !)?x’”Ln‘—Q”‘”<1)L,['""‘”(—_—l) = Jﬂ,(%, —n, ¥+ 1; 490’).

X X

() Ctr. (3).



