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Osservazioni su particolari funzioni di Kummer.

j^ota di LETTEKIO TOSCAKO (a Messina).

Suuto • Si stadia la parttcolare funsione di KUMMER iF1(— n; - kn; x) con
n e k tnteri posttivi^ e per k —2 si confronta con altra funztowe iper-
geometrica del ttpo 2F0 . Segue qualche altra considerazione, analoga e
piü generale.

1. È noto che la fimzicme ipergeometrica di KTJMMER è defi-
öita dalla

(4) Cfr. ad es. L. TONELLT: Serie trigonometriche (Bologna 1928), pag. 67.
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E vediamo di esaminarla nel caso a = — n, y = — k n , con n
e k interi positivi.

.Essa puö considerarsi come somma di tre funzioni, che da essa
si deducono facendo variare l'indice i nei successivi intervalli
{0, n), (n H- 1, kn), (kn -+- 1, oo).

La prima funzione, con i polinomi di

ci da

(Jm)l

La seconda è nulla.
Per la terza si ha

« ( — w . i) xi _(—lfh-1)nn\ kn+™ (k —

(— !)(*—«« » (k — In) ! t , °° (k~^

! o (fc** •+- 2, t) %\

; k + 2; ce).
(fcn + 1)!

Vale quindi
k{kn) 1 (fe^ H- 1) ! j-F^— w ; — fc^- ; cc)

(1) -4- (— !)<*-»«+*» ! (fc - 1») ! x ^ + S ^ f e — In +• 1 ; kn -f- 2 ; a?)

= (— l)Mfc. » ! (fc - 1») ! (&» -H 1) ! Ln
(- fcH- l )(*)'

Per k = 2 si ha la relazione

2(2») ! (2« -H 1) ! 1i?
7
1(— » ; — 2n ; a;) H-

(2) -H ( _ 1)H+În ! n ! x^^^F^n -+-1 ; 2n -H 2 ; aï)

= (— l)n2'n ! ̂  ! (2n -+- 1) ! Ln
(~2n~1)(x)J

in cui le funzioni di KUMMER sono dello stesso tipo, e cioè, in
entrambe, il parametro y è doppio di a. Per tali funzioni raie la
formula di KUMMER (J)

t ; x) = i

(l) HUMBBRT P. : Monographie des polynômes de Kummer, « Nouvelles
Ann. de Mathématiques », s. 5, T. 1, 1922.
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e la précédente puö cosï assumere la forma

2(2n) ! (2n -*- 1) ! e V * \ ( - n -+• \ ;

(3) -*- (— 1)«+ ln\n\x^^e\

= (— l ) « 2 . n ! » ! (2w -t- 1

o P a l t r a (s2 = — 1)

intro duc endo Ie funzioni di

2. La (4) non è da ritenersi nuoA â. Sotto altra forma trovasi in
lavori di CTJEZON (*) e di BORDOI^I (3)̂  dedotta con diverso procedi-
mento. Quest? ultimo autore présenta il primo membro della (4̂
nella forma

ed è facile stabilirne 1' equivalenza.
Infatti per i polinomi ipergeometrici si ha (4)

^ ( - n , p; y; X) =

(5)
(Y, n ) v ^ 2 i ^ i » r ' x / '

e facendo cc s= yrc e procedeüdo al limite per Y^^OO? si deduce

(6) ,F0(-~ n9 p; ») = (P, n)(— ^ r ^ ^ - » ; - n - p H- 1 ; ̂ ) -

Da questa segue, come si voleva,

fn(sx) = /

(2) CQRZON H. E. J . : Généralisation of the Hermile functions and their
connexion with the Bessel functions, « Proceedings of the London Mathe-
matical Society », s. 2. v. 13? 1913

(3) BORDONI P . G-. : Sulle funzioni di Stokes, « Commpntationes - Ponti-
ficia Accademia Scientiartim », Anno I X , v. I X , n. 3, 1945..

(4) TOSCANO L . : Sui polinomi ipergeometrici, « Bollettino Unione Mate-
matica I ta l iana », s. I I , Anno I , 1939.
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La funzione fn(sœ) è detta da BORDONI funzione di STOKES di
prima specie, e qui si vede che essa è intimamente legata ai po-
linomi di KTJMMER (O di LA&TJERRE).

3. La (6), che ei ha consentito il précédente confronte», ed altra
estensione che sarà qui fatta — ed altre che si possono f ar e —
sono utili per stabilire V equivalenza di relazioni che apparente-
mente sembrano diverse. Cosï dalle relazioni (5)

(K, p ; x^

V V ; X2\
; ij'

applicando la (6) e operando qualche mutamento di notazioni, si
hanno Ie particolari

nO)(- x) =
a a — 1 4

(8^ / B + l 8 + 2 x*
= (P + 1, n)\FM[-n, n - f -p - f -1 ; p -4- 1, ^ - , ^ ~ ; r j

E una volta stabilita 1' equivalenza dei primi membri, rimane
da stabilire quella dei secondi membri. Si ha

da cui

L • ) ( » ^L

(5) BATLEY W. N. : Products of generalized hypergeometric series, « Pro-
ceedings of the London Mathematical Society, s. 2, v. '28, 1928.
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A\n V 2 i_2 L
i .t- ( O / M ft rt/i rtU/i/i /»\ f

Ma

e quindi

(9)
s -H 1 B H- 2 x2\

n,n + p + li K i . V ' l~2~;
 T) '

Questa;relazione prova clie Ie (7) e (§) sono equiyalenti.

4, Per un'ultima applicazione della (6) consideriamo la relazione (6)

±1
2 '

2 ' 2 ' /

.x x, /2n-a—8 2—a + p a-i-B+1 3—oo—p 8
(* — P K * - * - ? — i ^ - F , ^ — 2 ~ ^ » ~ a ' ~ 2 ~ ' — T ~ ; 2 ;

Se a = — ni e fi = — n, con m ed n interi positivi, si ha

\ XJ \x/

(10) = 4 J ' 1 ( a

2—m-hw 2n-m—w —m—wn-1 3-t-m-t-^ 3
^ g , ^ , g , g ; -

E per m = n

(11) (- 1)»(WÎIVI,,'-2»-1 ')^'-'»-"^1) = 3#0^, -n, « t - l ;

(6) Cfr. (5).


