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Identità numerieke.

Nota di GriusEPPE YABOLI (a Bologna).

Santo. • Si stabiliscono identità numerieke partendo dalla conoscenza di
funmoni inverse di funsioni ordinatrid di funzioni date.

1. F. SIBIRANI in una memoria Sulle fun&ioni ordinatrid (l) di-
mostra corne si possa determinare l'espressione analitica délie fun-
zioni ordinatrici di alcuni tipi di funzioni ; intendendo per funzione
ordinatrice non decrescente (non crescente) di una funzione /(se),
definita in a i—i b ed ivi continua^ la funzione cp(se) non decrescente
(non crescente) nel suddetto intervallo, soddisfacente alla condizione
che la misura delF insieme dei punti di a \—i b in cui è

(*) Cfr. A. 'N. LOWAN, ~N. DAVIDS, A. LEVENSON, Table of the zéros o f

Legendre Polynomials o f order 1 — 16 and the weight coefficients for G-auss'
Mechanical Quadrature formula, « Bull, of the Amer. Math. Society », 48?

194-2, pp. 738-743.
(*) « Memorie dell'Accademia delle Scienze dell' Istituto di Bologna ».

Serie X ; Torao V, 1947-48. Classe di Scienze Fisiche, Sezione delle Scienze
Fisiche e Matematiche.
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eguagli la misura delP insieme dei punti in cui è

qualunque sia la coppia di numeri a, p.
La conoscenza di funzioni ordinatnci o di funzioni inverse di

ftmzioni ordinatrici di funzioni date permette di ottenere identità
numeriche.

2. Consideriamo la funzione
2n _ n _

_ _
(1) y z= (2p \x— Vx)m (m, n interi positivi)
nelP intervallo

Poichè la (1) assume negli estremi delP intervallo il valore
[pl — (f)m e nel suddetto intervallo ha Punico massimo y=ptm per
x—p2n. risulta. seguendo F. SIEIRANI, che Pespressione analitica
délia funzione inversa délia sua funzione ordinatrice non crescente è

+ A jp «»-«->(p* -

I due integrali

(PqY
r 2» _ » _ m

j[(2Pyx - Vx)»'-(p> - qY]dx = 2n >î | - 1)* 2n -+- m -+- k

\ î( +W_A_#_3

rappresentando Parea di una stessa porzione di piano, sono uguali;
ne dériva P identità

cto( } U ) (2p)h(
— (n

(2p)h(2n
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Per p = g la (2) diventa

m \ h f n

3. Poniamo nella (1) m = 5, risulta la funzione

m — 1\J

(3) ^ / ^ 2p\x — \x.

La funzione inversa della funzione ordinatrice non crescente
della (3) è

n—i/
x = (jp - g)«» + 2 f c ^

I due

2n +

2n(2pY

2ln—1)

integrali

n+i 2n-l 2(2«

1 ^ ° 2(
K + 1 V i > 2 — ç
2n -t- 1

2(2n-

2jpV

[
-1 /

— s)(5

n

•fc) \ a r C t £ l / j

•+- ^ ) 2 n — (P - «!
(2p)*B+l

) -+- g 4. 1 /P — 3 \
, _ q " « ^ |/ p -H g j +

1 2 • 3»(2p)»n

2t2W-fe-Hl) J -

- V p ^ 7 ? [(JP H- g)ïw - (p - gH ;

n—125
(5) [^ - arcsen'—

rappresentando l'area di una stessa porzione di piano, sono uguali;
quindi; tenendo conto che

<6) are tg ]/P-^-q - are tg l / ^ « = J - are sen^^ &„y p — q B \f p + q 2 p



IDENTITÀ NUMERiCHE 253

si deducono le due identità : *

2n a»-* 2(2n — h) ~ 1 _ «

a) - (i> - gp-'tëp -

_
(& H- l)p«k+1) ^ s t o (A - «il)***-' m Io 2(k - m) -H 2

Per jp = g la (7) direnta

s = 1 2n — s h=1 2(2n — n + 1)

»-i / 2» \| 1 fc~1 1 s 2(k — m) •+- 1]

4. L' integrale (5) è stato calcolato mediante la sostituzione
t2 — 1

y^psent; calcolandolo mediante la sostituzione y=p rt 1 , si
ottiene

^n-i/ 2n \ s(n ^_i 5

+ V ̂  - g'\ fc+» 2(fc + s -H 1 — fc) -
I n

o 2(fc -+- s -+-1 - *) 2(

\ iv*-'P + Mft s"1 ^ "
o ( ' 1 ) \ s ) ào "2(ft-

fe 2(fc H- s -4- 1 — 'm} — 1*
m = 0 2(fc + s + l - w ) . *^

Mettendo in relazione queito risultato con quello dato dalla (5)
•e tenendo conto che

— are tg —— \ =T — are sen P >

16
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si deducono le due identità :

W

~ w ) - l t (p — Vl>i—
»=o (* •+- s —

Per p = q la (10) diventa

1
JQJ (& H- s — fc)2*+*-ft

 w"o 2(fc •+- * -+- 1 — w)

Mettendo infine in relazione il risultato dato dalla (8) con quello
dato dalla (4), e tenendo presente che, dalle (6) (9), risulta subito

/w p -f- \ / p 2 — g*\ -. lp -h g -i Ap — g
2 ^ — are tff ^ — = are ter / — are te / ,

\2 ë g / ^ J/p — g ë [/ p-4-g'
si deducono le due identità :

2n

n aw-i 2(2w — fe) — 1
w — h '

- (p - q)sn-1(2p - g)
2n •+• 1 [ 2w(2_p)2n+1

^T1) (P «- g ) 2 » — ' - ü> - g i t o — ' • 2(2n - h + 1) -
2(2n — s)(2pyn~s

 h=l 2(2n — ;

Dalla (12), p^r p = qy si ottiene ancora la (11).


