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Un5 osserrazione su un problema ai liniiti per Tequazione:
ff»> = \f(x9 y, y',..., y " -» )

Nota di G-uiDO STAMPACCHIA (a Napoli).

Siinto. - Si mostra che, sotto determtnate ipolesi, la risoluzione del pro-
blema in questions é nportata a queïla di un ordinario problema ai
limiti per un' equazione di ordine n + 1.

1. I l problema di determinare un valora X taie che un inte-
grale dell' equazione :
(1) y™ = \f[x, y, y',..., <ƒ—»)

per X=X, soddisfi a condizioni atte ad individuare un polinomio
di grado n (*) è stato oggetto recentemente di alcuni interessanti

(*) II problema è stato posto da K. ZAWISKÂ: cfr. G-, SANSONE, Equa-
zioni differenziali nel campo reale, Bologna (1941) y. II, cap. VIII, 4.
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lavori di Gr. ZWIRISTER (]) e di F. CAFIEBO (2), per valori particolari
•di n, e di E. MAGKENES, per il caso generale (3).

A proposito di questo problema si puö domandare se P equa-
.zione (1) non possa pensarsi corne un integrale primo (4) di una
equazione differenziale di ordine w + 1. La questione, cosi posta,
mi ha permesso di giangere ad un risultato che, pur essendo par-
ticolare, per quanto riguarda Ie ipotesi qualitative richieste sulla
funzione f(x, y, y',... , yin~l)) (5), si ottiene molto semplicemente e
non sembra fuori delle applicazioni concrete.

2. Enunciamo intanto questo lemma (6) :
Sia y(x) una funzione definita in (a, b), con derivate fino all'or*

•dine n assolutamente continue, che soddisfa alla disuguaglianza :

I ytn+1}(x) i < ï v i t J 1 ' 1 - 1 ^ ) ) I »(n)(«) i + <*n-Mn-%)) i y{n~l\x) 1 +-

-con wo(u), Wi(u), ..., o)n_i(u) funzioni non négative, integrabili sul-
V intervallo (— oo, -h oo) e ©(x) funzione non negativa integrabile in
<a, b).

Detto, allora, a' tm punto qualsiasi di (a, b) ŝ  fta :

ove H è -8*w- numero positivo, dipendente soltanto dalle funzioni

(v) Gr. ZWIRNERJ SulV equazione y' = Xf(x, T) , Eend. Sem. Mat. di Pa-
•dova (XV) (1946) pp. 33-39; Alcuni teoremi sulle equasioni differensiali
-dipendenti da un parametro. Annali Università di Trieste (1947).

(2) F . CAFIERO, SU un problema ai limiti relativo all' equa&ione
y ' — f(x, y, X) Griornale di Matematiche s. IY vol. 77, pp. 145-163.

(3) E. MAGENES, Problemi di valori al contorno per V equazione diffe-
renziale : y(n) = Xf(x, y, y ' , . . . , yfn~*)), Annali di Matematica s. I Y to,
XX.YII (1948).

(4) ]S"el senso usato nella* teoria classica delle equazioni differenziali.
(5) Allo stato attuale, nello studio dei problemi ai limiti per Ie equa-

zioni differenziali in forma ordinaria si suppone, per lo piu, cke la fun-
-zione che compare a secondo membro soddisfi alle condizioni di CHARA-
THÉODORY. !N"on escludo,^per altro, che qualche opportuno procedimento
-di approssimazione possa permettere di attenuare Ie ipotesi ch.e pongo in
questa ]>fota sulla f(x, y, ..., yin~l)).

(fî) A proposito di questo lemma si veda : L. TONELLI, SulV equazione
differenziale: y = f(x, y, j r ) , Ânn. Scuola JN'ormale Sup. di Pisa v. V I I I
(1939) pp. 75-88 n. 6 e S. CINQUINI, Problemi di valori al contorno per
equazioni differenziali di ordine n. Ann. Scuola Normale Sup. di Pisa
v. I X (1940) pp. 61-67 « nota 12 ».
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<oI(t*)(i = 0, 1,..., n— 1) e da <p(x). In particolare, se la funzione
y^{x) si annulla per un valore di (a, b), si annuïïa identicamente
in (a, b).

Infatti se y{n\x) non si annulla mai in (a, o), supposto ad esein-
pio : yin)(x) > 0, si ha dalla (2)

ê poichè y{l)(x) cambia segno in (a. b) al più n — i volte segue, per
on noto teorema <ii integrazione per sostituzione :

-~<l [**n-M ~H 2wn.t(w) -+-... wwo(w)]dw H-J
2/(w)(a') —°° «

Di qui si deduce che deve esistere una costante H > 0, taie che
Taïga la (3).

Se d' altra parte, yin)(x) si annullasse in un punto senza annul-
larsi identicamente, in (a, b) sarebbe possibile determinare un inter-
vallo (Ç, ? -H S) taie che : %/>%) = 0 e per l < a; < l -*- S : 2/(H)(̂ ) > 0 ;
ripetendo le considerazioni precedenti sull'intervallo (? H- £J l -¥- S)
{e > 0) si troverebbe :

Idu
J u

•e ciö è assurdo, perché tendendo e a zero il primo membro tende
ail' infinito.

3. Sia f(x, y, y\ .., t/("—J)) w a funzione continua nello strato S :

S: a<x<b \ y™ \ < -H OO (* = 0, 1 , . . . , w — 1 ) [t/(OÏ = t/]

e(Z iw positiva. In S ïa funzione f(x, y, y',..., a;tn—n) sm anche do-
tata di derivate parziali prime continue tali che in S si abbia :

(4)
1 3 log ƒ

dx :*(*)

cp(x) funzione non negativa ed integrabile in (a, b) e o>i(u)
(* = 0, 1^..., w — 1) funzioni continue non négative ed integrabili
•in (— oo, -t- oo.

^l^or^ se fa, y,) {j == 1, 2,..., w -h-1) sono n H-1 punti del
piauo (x, y) tali che a ^ x a < x2 < ... < # n <:b , es^s^e almeno un
valore X ed tma funzione y = y(x), continua con le derivate fino
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alV ordine n -+- 1, che soddisf a V equazione (1), per X —X, e Ie con-
dizioni . (x)
(5) ^ ) == & 0* — I, 2, . . . , n -+- 1).

Invero, I' equazione différenciai e :

ammette almeno un integrale /̂ = t/(a;) passante per gli ^ -f- 1 punti
fissati. (2) Per il lemma précédente -segue che se y{n)(x) si annulla
in un punto, si annulla identicamente e quindi. soddisfa 1' equa-
zione (1) per X = 0. Se invece yin) non si annulla in (<x, 6), e quindi
mai, dalla (6) si ricava :

d

ym{x) f{x, y{x), y\x , . . . , y{n-l\x)

Di qui, integrando si deduce che esiste un valore X=rX, diverso
da zero, tale che :

(1') yin){x) =\f(x, y(x), y\x)%..., yin~~1)(x))

e la funzione y = y{x) soddisf a alle condizioni (5).
Osserviamo che, se y3 = 0 (j — 1, 2,... , n -+- 1) V unico valore

soddisfacente al problema è : X := 0 ; infatti deve allora esserci al-
meno un punto \ di (a, £>) per cui yin)(l) = 0 e quindi y(n)(x) = 0. (3)

Di più osserviamo che si puö maggiorare il valore di X indi-
pendentemente dalla soluzione ; infatti si puö maggiorare il modulo

'della y{n){x) in uu punto \ di (a, b) in funzione dei valori ai li-
miti (4) ed allora dalla (1') e per la (3), detto k il minimo > 0 di
f{x, y, y\ ...yin—l)) per a < x < * 6 , ' y{7) \ <Z L, con L numero oppor-
tuno, (5) si ha:

(1) L a tesi di qijesto teorema continua a valere anche se si richiede
che la funzione y = y{x) soddisfi a condizioni atte a determinare un poli-
nomio di grado n.

(2) Cfr. S. CINQUINI . loc. cit. § 2.

(3) I n generale^ non si puö assicurare che nelle ipotesi poste vi sia
una sola feoluzione y = y{x) per il problema considerato ; dato che la equa-
zione (6) non araniette in generale un unico integrale soddisfacente aile
condizioui ai limiti poste.

(4) Cfr. S. CiNQUiNr, loc. cit. nota (12). v

(5) Che si puö determinare in base al lemma dimostrato e alle condi-
zioni ai limiti cfr. loc. cit. in (2).
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4. Accenniamo ora, brevemente, alla possibilité, di ridurre Ie
ipotesi fatte sulla funzione : f(x, y, y', ..., y{n-l)).

Supponiamo, invero. che la funzione f(x, y, y\ ..., yin"~1} risulti
continua in tutto lo strato S ivi positiva e che in luogo della (4)
siano verificate in S le seguenti relazioni :

f(x, y,.... y^-^e-^x) \ œ~œ \ <

< f&, y,..., yin"l))< ft»,
f(x, y,..., y*-l), yw, ...,

< A^ y,.», 2/a)
s - , t/^"1^^^) i î('>-»(° ' (• = o, i , . . . , » - i>

con cp(ic), <ot(t*)(i — 0, 1,..., n — 1) funzioni continue, non negativer

integrabili la prima in (a, b) e Ie altre in (— oo, -h oo).
Approssimiamo in tutto S la funzione f(x, y} y'... , yin~l)) me-

diante Ie funzioni : P)
h

- m + ï fexp.

ove fe.„ =. —.

Si ha facilmonte :

» lOg t,n

Allora per ogni equazione :

esiste una soluzione [Xm. ym(x)] soddisfacente alle condizioni ai li-
miti poste ; di più esistono due costanti positive L e A tali che :

\y%)(x)\<L | \ „ 1 < A .

Ciö ei assicura che è possibile estrarre una successione [Xm 9 ym ]
che tende ad una soluzione [X, y(x)] dell' equazione (1) e che sod-
disfa Ie condizioni ai limiti poste.

(i) Cfr. L. TONELLÏ, Sulla defimsione di funzioni di due variabili a
variasione Umitata. Bend. Ace. ÜN"az. Luncei V. YII (1928) p. 357, S. CIN-
QUiNi, loc. cit. e E. MAGBNES, Sopra un problema di T. SATÔ per V equa-
zione differenziale y' = f(x, y, y'). Rend. Waz. Lincei s. VIII v. I I p. 259.
Definiamo la femzione f(x, y, y',... , y(n~l) anche per x<Ca ponendo
f(x, y, y',..., i/»-*>) = ƒ(<*, y, y',..., fn-D) e p e r x > & ponendo f(x, y,


